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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 
Λυµένες  ασκήσεις   

 
 

1)  Να  επιλυθεί  το  τρίγωνο  ΑΒΓ  αν  γνωρίζετε  ότι    α = 4 cm  ,   ˆ ˆ40 80καιΒ = Γ =o o . 
 

Λύση  
 
 

Γνωρίζουµε  µια  πλευρά  και  δύο  γωνίες  .  Βρισκόµαστε  δηλαδή  στην  1η  περίπτωση .  
 

Είναι   ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ180 180 180 40 80 60δηλΑ+Β+Γ = Α = −Β−Γ = − − =o o o o o o   .   
 
Από  το  νόµο  των  ηµιτόνων  και  επιλέγοντας  την  κατάλληλη  ισότητα  ώστε  να  ξέρουµε  
τα  περισσότερα  στοιχεία  έχουµε  :   
 
 

4 4
ˆ ˆ 60 40 0,866 0,643

2,5720,866 2,572 2,96
0,866

cm

α β β βδηλ δηλ δηλ
ηµ ηµηµηµ

β δηλ β

= = =
ΒΑ

= = =

o o

 

 
 
Όµοια  για  την  πλευρά  γ  έχουµε  :   
 

4 4
ˆ ˆ 60 80 0,866 0,985

3,940,866 3,94 4,54
0,866

cm

α γ γ γδηλ δηλ δηλ
ηµ ηµηµηµ

γ δηλ γ

= = =
ΓΑ

= = =

o o

 

 
 
 
 
 
 

2)  Να  επιλυθεί  το  τρίγωνο  ΑΒΓ  αν  γνωρίζετε  ότι    α = 4 cm , β=5cm ˆ 100Β = o   .    
 
 

Λύση  
 
 

Γνωρίζουµε  δύο  πλευρές  και  µια  γωνία  η  οποία  δεν   είναι  η  περιεχόµενη. 
 
Εφαρµόζουµε  το  νόµο  ηµιτόνων  και διαλέγουµε   εκείνη  την  ισότητα  για  την  οποία    
έχουµε   τα  περισσότερα  στοιχεία  .  
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4 5 4 5
ˆ ˆ ˆ ˆ100 0,985

3,94ˆ ˆ5 3,94 0,788
5

α β δηλ δηλ δηλ
ηµηµηµ ηµ ηµ

ηµ δηλ ηµ

= = =
ΒΑ Α Α

Α = Α = =

o

 

 

( Θυµίζουµε  ότι   100 80ηµ ηµ=o o  )  
 

Από  τους  πίνακες  βρίσκουµε ότι   ˆ 52Α = o     ή    ˆ 128Α = o  . 
 

Επειδή  όµως          ˆ 100Β = o    δεν  γίνεται   ˆ 128Α = o  .  Συνεπώς   ˆ 52Α = o   . 
 
 

Όπότε   ˆˆ ˆ180 180 52 100 28Γ = −Α−Β = − − =o o o o o  .  
 
 
Τέλος  από  τον  νόµο  ηµιτόνων  για  τη  πλευρά   γ   έχουµε  :   
 
 

4 4
ˆ ˆ 52 28 0,788 0,438

1,7520,788 1,752 2,23
0,788

cm

α γ γ γδηλ δηλ δηλ
ηµ ηµηµηµ

γ δηλ γ

= = =
ΓΑ

= = =

o o

 

 
 
 

3)  Να  επιλυθεί  το  τρίγωνο  αν  γνωρίζετε  ότι   α = 8 cm ,  β = 6 cm   και   ˆ 120Γ = o  .  
 
 

Λύση  
 

 
Γνωρίζουµε  δύο  πλευρές  και  την  περιεχόµενη  γωνία  .  Εφαρµόζουµε  το  νόµο  
συνηµιτόνων  για  την  πλευρά   γ  και  έχουµε  :   
 
 

2 2 2 2 2 1ˆ2 8 6 2 8 6 120 64 36 2 8 6 ( ) 100 48 148
2

γ α β αβσυν συν= + − Γ = + − ⋅ ⋅ = + − ⋅ ⋅ ⋅ − = + =o  

 

δηλαδή    148 12.16cmγ = =   .   
 
(Θυµίζουµε  ότι   120 60συν συν= −o o  ) .  
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Για  τις  γωνίες   Β   και   Α   µπορούµε  να  εφαρµόσουµε  είτε   νόµο  ηµιτόνων  είτε  
συνηµιτόνων  .  Είναι   
 
 

2 2 2 2 2 26 12,16 8ˆ 0,616
2 2 8 12,16

β γ ασυν
βγ

+ − + −
Α = = =

⋅ ⋅
   και  από  τους  πίνακες  βρίσκουµε   

 

ότι   ˆ 52Α = o  . 
 
 

Τέλος  έχουµε  ότι    :   ˆˆ ˆ180 180 52 120 8Β = −Α−Γ = − − =o o o o o   
 
 
 
4)  Να  επιλυθεί  το  τρίγωνο  αν  γνωρίζετε  ότι   α = 8 cm ,  β = 6 cm   και    
γ = 5 cm  .   
 
 

Λύση  
 
 

Γνωρίζουµε  τρεις  πλευρές  .Εφαρµόζουµε  νόµο  συνηµιτόνων  και  έχουµε :  
 
 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

6 5 8ˆ 0,05
2 2 6 5

8 5 6ˆ 0,662
2 2 8 5

8 6 5ˆ 0,781
2 2 8 6

β γ ασυν
βγ

α γ βσυν
αγ

α β γσυν
αβ

+ − + −
Α = = = −

⋅ ⋅

+ − + −
Β = = =

⋅ ⋅

+ − + −
Γ = = =

⋅ ⋅

 

 
 

Από  τους  πίνακες  βρίσκουµε  ότι    ˆ ˆ ˆ93 48 39Α = Β = Γ =o o o   . 
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5)  Αν  σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει   2 2 2γ α β αβ= + +    να   δείξετε  ότι   ˆ 120Γ = o  .  
 
 

Λύση  
 
 

Από  τον   Νόµο  Συνηµιτόνων  έχουµε  ότι  :     2 2 2 ˆ2γ α β αβσυν= + − Γ   .  
 
Αν  αντικαταστήσουµε  το   2γ    µε  τα  δεδοµένα  της  άσκησης  έχουµε  :   
 

2 2 2 2 ˆ2
ˆ2

ˆ1 2
1ˆ
2

ˆ 120

α β αβ α β αβσυν

αβ αβσυν

συν

συν

+ + = + − Γ

= − Γ

= − Γ

Γ = −

Γ = o

 

 

αφού   
160
2

συν =o   . 

 
 

6)  Σε  κάθε  τρίγωνο  ΑΒΓ  να  δείξετε  ότι  :  
2 2

ˆ ˆ β γβσυν γσυν
α
−

Γ − Β =    

 
 

Λύση  
 
 

Ξεκινάµε  από  το  1ο  µέλος  αντικαθιστώντας  τα   συνΒ  και  συνΓ  από  τις  σχέσεις  (5)  
και  (6)  του  νόµου  συνηµιτόνων  και  έχουµε  :   
 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ
2 2 2 2

2 2 2( )
2 2 2

α β γ α γ β α β γ α γ ββσυν γσυν β γ
αβ αγ α α

α β γ α γ β β γ β γ β γ
αγ α α α

+ − + − + − + −
Γ − Β = − = − =

+ − − − + − − −
= = =

 

 
 
7)  Αν  σε  τρίγωνο  ισχύει  ότι  α + β = 2γ   τότε  να  δείξετε  ότι  :   
 

  ˆˆ 2( )ασυν βσυν α βΒ− Α = −  .  
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Λύση  
 

Ξεκινάµε  από  το  1ο  µέλος  αντικαθιστώντας  τα   συνΒ  και  συνΓ  από  τις  σχέσεις  (5)  
και  (4)  του  νόµου  συνηµιτόνων  και  έχουµε  :   
 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

ˆˆ
2 2 2 2

2 2 2( ) 2( )( ) 2 2 ( ) 2( )
2 2 2 2 2

α γ β β γ α α γ β β γ αασυν βσυν α β
αγ βγ γ γ

α γ β β γ α α β α β α β α β γ α β α β
γ γ γ γ γ

+ − + − + − + −
Β− Α = − = − =

+ − − − + − − + − ⋅ −
= = = = = −

 
αφού  από  την  υπόθεση  έχουµε  ότι  α +β = 2γ . 
 
 
 

8)  Αν  σε  τρίγωνο  ΑΒΓ   είναι  α +β =9  cm  ,  ˆ ˆ45 56καιΑ = Β =o o   να  βρείτε  τις  
πλευρές    α    και    β   .   
 

Λύση  
 
 

Από  το  νόµο   ηµιτόνων  έχουµε  ότι  :    
 

ˆ ˆ 45 56 0,707 0,829
0,707 0,85 (1)
0,829

α β α β α βδηλ δηλ δηλ
ηµ ηµηµηµ

βα δηλ α β

= = =
ΒΑ

= =

o o

 

 
Από  την  υπόθεση  έχουµε  ότι   α +β =9  και  µε  τη  βοήθεια  της  (1)  έχουµε :  
 
0,85β + β = 9               δηλ             1,85β = 9         δηλ     β = 4,86 cm     
 
οπότε    α = 9 – 4,86 = 4,14 cm .  
9)  Στο  παρακάτω  τρίγωνο  ΑΜ = µ    είναι  η  διάµεσος  .  Να   δείξετε  ότι  :   
 

α)  
2

2 2
2

ˆ
4
αβ µ αµσυν= + − Μ       β)    

2
2 2

1
ˆ

4
αγ µ αµσυν= + − Μ     γ)   

2
2 2 22

2
αβ γ µ+ = +  
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Λύση  
 

α)  Εφαρµόζοντας  το  νόµο  συνηµιτόνων  στο   ΑΜΓ   έχουµε  :  
 

2
2 2 2 2

2 2
ˆ ˆ( )

2 4
α αβ µ αµσυν µ αµσυν= + − Μ = + − Μ  

 
 
β) Εφαρµόζοντας  το  νόµο  συνηµιτόνων  στο   ΑΜΒ   έχουµε  :  
 

2
2 2 2 2

1 1
ˆ ˆ( )

2 4
α αγ µ αµσυν µ αµσυν= + − Μ = + − Μ  

 

γ)  Επειδή   1 2
ˆ ˆ 180Μ +Μ = o     έχουµε  ότι   1 2 2

ˆ ˆ ˆ(180 )συν συν συνΜ = −Μ = − Μo   (1)  
 
Προσθέτουµε  κατά  µέλη  τις  σχέσεις  που  δείξαµε  στα  προηγούµενα  ερωτήµατα  και  
έχουµε  :   

2 2 2
2 2 2 2 2

2 1 2 2

2 2
2 2

2 2

2ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( )
4 4 4

ˆ ˆ2 2
2 2

α α αβ γ µ αµσυν µ αµσυν µ αµσυν αµ συν

α αµ αµσυν αµσυν µ

+ = + − Μ + + − Μ = + − Μ − − Μ =

+ − Μ + Μ = +

 

∆ηλαδή    
2

2 2 22
2
αβ γ µ+ = +    γνωστό  και  ως  Θεώρηµα  ∆ιαµέσων  . 

10 )  Στο  παρακάτω  σχήµα  η  Α∆  είναι  διχοτόµος  .  Να  δείξετε  ότι  : 
 

α) 
γηµω
ηµφ

Β∆ =                         β)  
βηµω
ηµθ

∆Γ =                        γ)  
γ
β

Β∆
=

∆Γ
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Λύση  
 

α)  Εφαρµόζουµε  το  νόµο  ηµιτόνων  στο      ΑΒ∆    και  έχουµε  :   
 
 

γ γηµωδηλ
ηµω ηµφ ηµφ
Β∆

= Β∆ =   (1)  .   

 
 
β)     Εφαρµόζουµε  το  νόµο  ηµιτόνων  στο      ΑΓ∆    και  έχουµε  :   
 
 

γ γηµωδηλ
ηµω ηµθ ηµθ
Γ∆

= Γ∆ =    (2) .   

 
 

γ)  Είναι     180φ θ+ = o    οπότε     (180 )ηµφ ηµ θ ηµθ= − =o   (3)  .  
 
∆ιαιρώντας  τις  (1)  και  (2)  κατά  µέλη  και  µε τη  βοήθεια  της  (3)  έχουµε :  
 
 

γηµω
γηµωηµθ γηµφ

βηµω βηµωηµφ β
ηµθ

Β∆
= = =

Γ∆
           γνωστό  και  ως   Θεώρηµα  ∆ιχοτόµων . 

11)  Αν  σε  τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει  ότι   α = λβ  να  δείξετε  ότι  ˆ ˆηµ ληµΑ = Β  .  
 
 

Λύση  
 

Από  το  νόµο  ηµιτόνων  έχουµε  ότι  :   
 
 

ˆ ˆ
α β

ηµηµ
=

ΒΑ
   που  αν  αντικαταστήσουµε  απ΄την  υπόθεση  α = λβ   έχουµε  :  
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ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ

λβ β δηλ λβηµ βηµ δηλ ηµ ληµ
ηµηµ

= Β = Α Α = Β
ΒΑ

  .  

 
 

12)  Αν  σε  τρίγωνο  ΑΒΓ   ισχύει  ότι   2 2 2ˆ ˆ ˆηµ ηµ ηµΑ = Β+ Γ    να  δείξετε  ότι   ˆ 90Α = o  .  
 
 

Λύση  
 
 
 

Από  το  νόµο  ηµιτόνων  έχουµε  ότι  :   
 
 

ˆˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

α β βηµδηλ βηµ αηµ δηλ ηµ
αηµηµ
Α

= Α = Β Β =
ΒΑ

  (1)     και    

 
 

ˆˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

α γ γηµδηλ γηµ αηµ δηλ ηµ
αηµηµ
Α

= Α = Γ Γ =
ΓΑ

   (2)  .   

 
 
 

Έτσι  η  δοθείσα  σχέση  µε  τη  βοήθεια  των  (1)  και  (2)   γίνεται  :   
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2
2

2 2

2 2 2 2
2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ( ) ( )

ˆ ˆˆ

ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ( )

ηµ ηµ ηµ

βηµ γηµηµ
α α

β ηµ γ ηµηµ
α α

β ηµ γ ηµηµ
α

α ηµ ηµ β γ

α β γ

Α = Β+ Γ

Α Α
Α = +

Α Α
Α = +

Α+ Α
Α =

Α = Α +

= +

 

 
 

που  από  το  αντίστροφο  του  Πυθαγορείου  Θεωρήµατος  έχουµε  ότι  ˆ 90Α = o .  
 
 

13)  Σε  κάθε  τρίγωνο  να  δείξετε  ότι   :  
2 2 2

2 2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ

εφ ασυν α γ β
β γ αεφ βσυν

Α Β + −
= =

+ −Β Α
  

 
 

Λύση  
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ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
α β ηµ αδηλ βηµ αηµ δηλ

βηµ ηµηµ
Α

= Α = Β =
Β ΒΑ

  (1) .  

 

Με  τη  βοήθεια  της  (1)  και  της  βασικής  ταυτότητας   
ηµωεφω
συνω

=   έχουµε  :  

 
ˆ

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

ˆ

ηµ
εφ ηµ συν ηµ συν α συν ασυνσυν

βεφ ηµ ηµηµ συν συν συν βσυν
συν

Α
Α Α Β Α Β Β ΒΑ= = = ⋅ = ⋅ =
Β Β ΒΒ Α Α Α Α

Β

      και  αν  στην  σχέση   

 
που  δείξαµε  αντικαταστήσουµε  τα   συν Α  και  συν Β  από  το  νόµο  συνηµιτόνων  έχουµε 
: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ( )22 2
ˆ ˆ ( )2

2 2

α γ β α γ βα
εφ ασυν α γ β γ α γ βαγ γ

β γ α β γ α β γ α γ β γ αεφ βσυν β
βγ γ

+ − + −
Α Β + − + −
= = = = =

+ − + − + − + −Β Α
 

 


