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Οι απαντήσεις και οι λύσεις  

είναι αποτέλεσμα της συλλογικής δουλειάς  

των συνεργατών του δικτυακού τόπου 

 http://lisari.blogspot.gr  

 

Έκδοση: 13 – 03 – 2015  (συνεχής ανανέωση) 

 

 

 

 

Το βιβλίο διατίθεται αποκλειστικά  

από το μαθηματικό blog 

http://lisari.blogspot.gr  
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Πρόλογος 

Στο παρόν αρχείο δίνονται όλες οι ασκήσεις της Τράπεζας Θεμάτων που αφορούν στην 

Γεωμετρία της Α΄ Λυκείου μαζί με τις λύσεις τους. Η παρουσίαση των λύσεων είναι κατά 

το δυνατόν αναλυτική έτσι, ώστε το αρχείο να μπορεί να διαβαστεί και να μελετηθεί 

εύκολα από τους μαθητές. Σε αρκετές περιπτώσεις οι λύσεις συνοδεύονται με αναφορές σε 

παρόμοιες ασκήσεις του σχολικού βιβλίου ή της τράπεζας θεμάτων καθώς και με κάποια 

στοιχεία θεωρίας ή ακόμα και μεθοδολογίας. 

 

Η εργασία αυτή εκπονήθηκε από μια διαδικτυακή (και όχι μόνο) ομάδα μαθηματικών 

από διάφορα μέρη της Ελλάδος. Η ομάδα συγκροτήθηκε από τους μαθηματικούς που 

ανταποκρίθηκαν στο κάλεσμα που απεύθυνε μέσα από το blog http://lisari.blogspot.gr ο 

ακούραστος Μάκης Χατζόπουλος. Εργάστηκε με μεράκι, κάτω από πίεση χρόνου, για να 

προσφέρει στην εκπαιδευτική κοινότητα, μαθητές και καθηγητές, το συγκεκριμένο υλικό. 

 

Επιθυμία όλων μας είναι να συμβάλλουμε, έστω και ελάχιστα, στην βελτίωση της 

διδασκαλίας των μαθηματικών στη Δευτεροβάθμια Εκπαίδευση, μέσα από την παροχή 

υποστηρικτικού υλικού στην ελληνική εκπαιδευτική κοινότητα. 

 

Μετά την αρχική συγγραφή των λύσεων έγιναν ενδελεχείς έλεγχοι, διορθώσεις και 

βελτιώσεις για την όσο το δυνατό ποιοτικότερη παρουσίαση. Ζητούμε συγνώμη για τυχόν 

παραλείψεις, λάθη ή αστοχίες οι οποίες ενδεχομένως θα έχουν διαλάθει της προσοχής μας, 

κάτι αναπόδραστο στην εκπόνηση μιας εργασίας τέτοιας έκτασης σε τόσο στενά περιθώρια 

χρόνου. Θα ακολουθήσουν επόμενες εκδόσεις, όπου το υλικό θα βελτιωθεί. Οποιαδήποτε 

σχόλια, παρατηρήσεις, διορθώσεις και βελτιώσεις των λύσεων είναι ευπρόσδεκτα στην 

ηλεκτρονική διεύθυνση lisari.blogspot@gmail.com.  

 

       Με εκτίμηση 

Η ομάδα του lisari 

              30 – 11 – 2014  
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Τρύφων Παύλος (1ο Εσπερινό ΕΠΑΛ Περιστερίου) 
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η καλύτερη ομάδα λόγω teαm_ής! 

Τράπεζα Θεμάτων  

Γεωμετρία Α΄ τάξης 
20 Δεκεμβρίου 2014 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_2787)     

Στο τρίγωνο ΑΒΓ του παρακάτω σχήματος, η κάθετη από το μέσο Μ της ΒΓ 

τέμνει την προέκταση της διχοτόμου ΑΔ στο σημείο Ε. Αν Θ, Ζ είναι οι προβολές 

του Ε στις ΑΒ, ΑΓ, να αποδείξετε ότι : 

α) Το τρίγωνο ΕΒΓ είναι ισοσκελές.                (Μονάδες 5) 

β) Τα τρίγωνα ΘΒΕ και ΖΓΕ είναι ίσα.     (Μονάδες 8) 

γ) 0ΑΓΕ ΑΒΕ 180
 

                  (Μονάδες 12)  

 

 

ΛΥΣΗ  

α) Επειδή στο τρίγωνο ΒΕΓ η ΜΕ αποτελεί την διάμεσο και το ύψος του τριγώνου, τότε 

συμπεραίνουμε ότι το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ισοσκελές. 

 

β) Για τε τρίγωνα ΘΒΕ και ΖΓΕ ισχύει : 

 

0

: έ

90

: ί o .

 

 
     

 



 
     




 

 

γ) Αφού αποδείξαμε ότι  τότε θα ισχύει  1
 

  

Άρα  

0180
    

   . 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ : 

Για το α) ερώτημα χρησιμοποιούμε το πόρισμα iii) στη σελίδα 37. 

Για το β) ερώτημα χρησιμοποιούμε το θεώρημα ii) στη σελίδα 45. 

Παρόμοια άσκηση βιβλίου : Ασκήσεις Αποδεικτικές/σελ. 48. 

 

ΆΣΚΗΣΗ (4_2788)                   

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
0

Α 90
 
 

 
 με 0Β 50



 , το ύψος του ΑΔ και σημείο 

Ε στην ΔΓ ώστε ΔΕ = ΒΔ. Το σημείο Ζ είναι η προβολή του Γ στην ΑΕ.  

http://lisari.blogspot.gr/
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α) Να αποδείξετε ότι : 

 i) Το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές.    (Μονάδες 6) 

 ii) 0ΓΑΕ 10


                  (Μονάδες 10) 

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΖΓΕ.               (Μονάδες 9) 

 

ΛΥΣΗ  

α)  i) Στο τρίγωνο ΑΒΕ έχουμε την ΑΔ να είναι διάμεσος και  

ύψος, οπότε το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές.  

    

ii) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές, τότε:  

050
 

   

Οπότε θα ισχύει : 

0 0 0 0 0180 180 50 50 80
   

      

Άρα θα έχουμε  

0 0 090 80 10


    

 

β) Στο τρίγωνο ΖΓΕ ισχύει :  

 050 1
 

   (ως κατακορυφήν) 

Επίσης θα ισχύει : 

 1
0 0 0 0 0180 180 90 50 40

    

      . 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ : 

Για το α) ερώτημα i) χρησιμοποιούμε το πόρισμα iii) στη σελίδα 37, ii) χρησιμοποιούμε 

το άθροισμα γωνιών τριγώνου.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_2796)              

Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο, και έστω ΑΒ μια διάμετρος του, Γ το μέσο του ενός 

ημικυκλίου ότι και Δ τυχαίο σημείο του άλλου. Στην προέκταση της ΔΒ (προς το 

Β) θεωρούμε σημείο Ε ώστε ΒΕ = ΑΔ.  

α) Να αποδείξετε ότι : 

 i) Τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΒΕΓ είναι ίσα.   

(Μονάδες 8) 

 ii) Η ΓΔ είναι κάθετη στην ΓΕ.    

(Μονάδες 8) 

β) Να αιτιολογήσετε γιατί, στην περίπτωση που το σημείο Δ είναι το 

αντιδιαμετρικό του Γ, η ΓΕ είναι εφαπτομένη του κύκλου.  

(Μονάδες 9) 

http://lisari.blogspot.gr/
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ΛΥΣΗ  

α) i) Έχουμε ότι το τετράπλευρο ΑΓΒΔ είναι εγγράψιμο, οπότε κάθε εξωτερική του 

γωνία ισούται με την απέναντι εσωτερική, δηλ.  

(1)
 

  
Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΓΒΕ έχω: 

 

 
ό .

(1)
 

  



  

   

 

ii) Από την ισότητα τριγώνων ΑΔΓ, ΒΕΓ, έχουμε 

 2
 


 

Οπότε :  

 2
090 ( ί ύ )

     

       . 

 

β) Όταν τα Γ και Δ γίνονται αντιδιαμετρικά, τότε η ΟΓ αποτελεί ακτίνα του κύκλου. 

Επιπλέον έχουμε ότι :   οπότε η ΓΕ είναι εφαπτομένη του κύκλου. 

 
 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ : Για το αi)ερώτημα χρησιμοποιούμε το 1ο κριτήριο ισότητας τριγώνων 

στη σελ. 36. Παρόμοια άσκηση βιβλίου : αi) Ασκήσεις εμπέδωσης, αποδεικτικές /σελ. 38. 

http://lisari.blogspot.gr/
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ΑΣΚΗΣΗ (4_3694)      

Δίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ (ΑΒ < ΑΓ) και η διχοτόμος ΑΔ. Φέρουμε από το Β κάθετη 

στην ΑΔ που τέμνει την ΑΔ στο Ε και την πλευρά ΑΓ στο Η. Αν Μ είναι το μέσο 

της πλευράς ΒΓ να αποδείξετε ότι: 

α)   Το τρίγωνο ΑΒΗ  είναι ισοσκελές.                         

Μονάδες 9  

β)   ΕΜ // ΗΓ                                                             

 Μονάδες 8 

γ) 
2


                                                          

Μονάδες 8 

 

 
 

 

ΛΥΣΗ 

α)   Στο τρίγωνο ΑΒΗ  η AE είναι ύψος και διχοτόμος, επομένως είναι ισοσκελές 

 

 

β) Στο ισοσκελές τρίγωνο ABH η AE  είναι και διάμεσος, άρα το   είναι και μέσο της 

πλευράς BH . Στο τρίγωνο ΒΗΓ τα σημεία Ε και Μ είναι μέσα των πλευρών του 

επομένως είναι  ΕΜ // ΗΓ 

 

γ) Στο τρίγωνο ΗΒΓ είναι  

2 2 2

  
    , αφού είναι ΑΗ = ΑΒ 

εφόσον το τρίγωνο ABH   είναι ισοσκελές από το πρώτο ερώτημα. 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_3695)     

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του ΒΕ και ΓΔ που αντιστοιχούν στις πλευρές ΑΓ 

και ΑΒ αντίστοιχα. Δίνεται η ακόλουθη πρόταση: 

Π: Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές ΑΒ = ΑΓ, τότε τα ύψη που αντιστοιχούν 

στις ίσες πλευρές του είναι ίσα. 

α) Να εξετάσετε αν ισχύει η πρόταση Π αιτιολογώντας την απάντησή σας. 

Μονάδες 10 

β) Να διατυπώσετε την αντίστροφη πρόταση της Π και να αποδείξετε ότι ισχύει. 

Μονάδες 10 

γ) Να διατυπώσετε την πρόταση Π και την αντίστροφή της ως ενιαία πρόταση. 

Μονάδες 5 

 

ΛΥΣΗ 

α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΓ και ΓΕΒ έχουν,  

την πλευρά ΒΓ κοινή και τις γωνίες ˆ ˆB   , εφόσον  

το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές, επομένως είναι ίσα  

και θα είναι και ΒΕ = ΓΔ, δηλαδή τα ύψη του  

ισοσκελούς τριγώνου που αντιστοιχούν στις ίσες  

πλευρές του είναι ίσα. 

 

β)  Αντίστροφη πρόταση « Αν σ΄ ένα τρίγωνο ΑΒΓ  

τα ύψη του ΒΕ και ΓΔ είναι ίσα, τότε το τρίγωνο  

είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ» 

Απόδειξη της πρότασης: 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΓ και ΓΕΒ έχουν την πλευρά ΒΓ κοινή και ΒΕ = ΓΔ από την 

υπόθεση, άρα είναι ίσα, τότε θα είναι και ˆ ˆB   , συνεπώς το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ισοσκελές με βάση τη ΒΓ. 

 

γ) Ένα τρίγωνο είναι ισοσκελές αν, και μόνο αν, δύο ύψη του είναι ίσα. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3696)   

Δίνεται οξεία γωνία ˆxOy  και δύο ομόκεντροι κύκλοι (Ο, ρ1) και  (Ο, ρ2)  με ρ1 < ρ2, 

που τέμνουν την Οx  στα σημεία Κ,  Α και την Οy στα Λ, Β αντίστοιχα. Να 

αποδείξετε ότι: 

α) ΑΛ =  ΒΚ.                                       

Μονάδες 8 

β) Το τρίγωνο ΑΡΒ είναι ισοσκελές, όπου Ρ το σημείο τομής των ΑΛ και ΒΚ. 

                                                         Μονάδες 8  

γ) Η ΟΡ διχοτομεί την γωνία ˆxOy .   

 

Μονάδες 9 
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ΛΥΣΗ 

α) Τα τρίγωνα ΟΚΒ και ΟΑΛ έχουν, ΟΑ = ΟΛ = ρ1 ως ακτίνες του ιδίου κύκλου,               

ΟΒ = ΟΑ = ρ2 ως ακτίνες του ίδιου κύκλου και την γωνία Ο κοινή γωνία. Επομένως 

είναι ίσα, τότε θα είναι και ΑΛ = ΒΚ. 

 

β) Τα τρίγωνα ΚΑΡ και ΡΒΛ έχουν, ΑΚ = ΒΛ ως 

 διαφορά των ακτινών ρ1 και ρ2 των κύκλων,  

ˆ ˆ  , από την ισότητα των τριγώνων ΟΑΛ και 

ΟΚΒ του προηγουμένου ερωτήματος. Επιπλέον  

σε κάθε ένα από τα τρίγωνα ΚΑΡ και ΡΒΛ ισχύουν 

οι σχέσεις:  o

1 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆP K P 180       (εφόσον 

σε κάθε τρίγωνο το άθροισμα των γωνιών του είναι 

180ο) είναι ακόμη 1 2
ˆ ˆP P  (ως κατά κορυφή) και  

ˆ ˆ   οπότε από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι 1 1
ˆ ˆK   .Με βάση τα παραπάνω 

τα τρίγωνα ΚΑΡ και ΡΒΛ είναι ίσα οπότε ΡΑ = ΡΒ, δηλαδή το τρίγωνο ΑΡΒ είναι 

ισοσκελές. 

 

γ) Τα τρίγωνα ΟΑΡ και ΟΒΡ έχουν, ΟΒ = ΟΑ = ρ2, ΡΑ = ΡΒ αφού από το 

προηγούμενο ερώτημα το τρίγωνο ΑΡΒ είναι ισοσκελές και η πλευρά ΟΡ είναι κοινή, 

άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, επομένως θα είναι ˆ ˆKOP PO  , επομένως είναι η ΟΡ 

διχοτόμος της γωνίας ˆxOy . 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3721)                                                            

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) φέρουμε τις διαμέσους ΒΔ και ΓΕ. Μία 

ευθεία ε παράλληλη στη βάση ΒΓ τέμνει τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ στα Ζ και Η 

αντίστοιχα και τις διαμέσους ΒΔ και ΓΕ στα σημεία Θ και Κ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΒΖ = ΓΗ 

Μονάδες 8 

β) τα τρίγωνα ΖΒΘ και ΗΚΓ είναι ίσα. 

Μονάδες 9 

γ)  ΖΚ = ΗΘ 
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Μονάδες 8 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Αφού είναι ε // ΒΓ τότε ˆ ˆ    και ˆ ˆ   , αφού το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ισοσκελές και είναι ˆ ˆB   , θα είναι και ˆ ˆ   , συνεπώς το τρίγωνο ΑΖΗ είναι 

επίσης ισοσκελές άρα ΑΖ = ΑΗ, τότε ΒΖ = ΓΗ ως διαφορές ίσων ευθυγράμμων 

τμημάτων. 

 
 

β) Αρχικά τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΕΓ είναι ίσα γιατί έχουν την γωνία  

Α κοινή,  

ΑΒ = ΑΓ αφού το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές  

και ΑΕ = ΑΔ ως μισά των ίσων τμημάτων ΑΒ και ΑΓ,  

τότε θα είναι και ˆ ˆ   

 

Τέλος συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΖΒΘ και ΚΗΓ διαπιστώνουμε ότι έχουν:  

ΒΖ = ΗΓ από το α ερώτημα ,  

ˆ ˆ  και ˆ ˆ  ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών ˆ ˆ,  , 

επομένως τα τρίγωνα ΖΒΘ και ΚΗΓ είναι ίσα. 
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γ)  Από την ισότητα των τριγώνων ΖΒΘ και ΚΗΓ είναι: 

ΖΘ = ΚΗ  ΖΘ + ΘΚ = ΚΗ + ΘΚ  ΖΚ =  ΗΘ 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3726)                                                                

Θεωρούμε δύο σημεία Α και Β τα οποία βρίσκονται στο ίδιο μέρος ως προς μια 

ευθεία (ε), τέτοια ώστε η ευθεία ΑΒ δεν είναι κάθετη στην (ε). Έστω Α΄ το 

συμμετρικό του Α ως προς την ευθεία (ε).  

α) Αν η Α΄Β τέμνει την ευθεία (ε) στο σημείο Ο, να αποδείξετε ότι: 

i. H ευθεία (ε) διχοτομεί την γωνία ΑΟΑ΄. 

Μονάδες 6 

ii. Oι ημιευθείες ΟΑ και ΟΒ σχηματίζουν ίσες οξείες γωνίες με την ευθεία (ε). 

Μονάδες 6 

β) Αν Κ είναι ένα άλλο σημείο πάνω στην ευθεία (ε), να αποδείξετε ότι: 

 i. ΚΑ = ΚΑ΄ 

Μονάδες 6 

 ii. ΚΑ + ΚΒ > ΑΟ + ΟΒ 

Μονάδες 7 

 

ΛΥΣΗ 

α) i. Έστω Μ το σημείο τομής της ΑΑ΄ με την ευθεία (ε). Αφού το σημείο Α΄ είναι το 

συμμετρικό του Α ως προς την ευθεία (ε), αυτή είναι μεσοκάθετος του ευθυγράμμου 

τμήματος ΑΑ΄, επομένως ΟΑ = ΟΑ΄, άρα το τρίγωνο ΑΟΑ΄ είναι ισοσκελές, συνεπώς 

το ύψος του ΟΜ είναι και διχοτόμος της γωνίας της κορυφής του, δηλαδή η ευθεία (ε) 

διχοτομεί την γωνία ΑΟΑ΄. 

 

          ii. Αν ονομάσουμε ̂  την οξεία γωνία που σχηματίζει η ΟΒ με την (ε) τότε είναι: 

   ˆ ˆMOA    ως κατά κορυφήν γωνίες 

 ˆ ˆAOM MOA  από το α ερώτημα  

επομένως θα είναι και ˆ ˆAOM   , δηλαδή οι ημιευθείες ΟΑ και ΟΒ σχηματίζουν ίσες 

οξείες γωνίες με την ευθεία (ε). 

 

β)  i. Αφού η ευθεία (ε) είναι μεσοκάθετος του ευθυγράμμου τμήματος ΑΑ΄ και το 

σημείο Κ είναι σημείο της ευθείας, τότε ΚΑ = ΚΑ΄. 

  

ii. Στο τρίγωνο ΑΒΚ με βάση την τριγωνική ανισότητα, έχουμε: 

               ΚΑ΄ + ΚΒ > ΒΑ΄    (αφού ΚΑ = ΚΑ΄) 
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               ΚΑ + ΚΒ > ΒΑ΄     

               ΚΑ + ΚΒ > ΟΑ΄ + ΟΒ   (αφού ΟΑ = ΟΑ΄)  

               ΚΑ + ΚΒ > ΟΑ + ΟΒ 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3728)                                                        

Έστω ότι ο κύκλος (Ο, ρ) εφάπτεται των πλευρών του τριγώνου ΡΓΕ στα σημεία 

Α, Δ και Β. 

α)   Να αποδείξετε ότι: 

 I.  ΡΓ = ΓΔ + ΑΡ 

Μονάδες 6 

 ΙΙ.  ΡΓ – ΓΔ = ΡΕ – ΔΕ  

Μονάδες 8 

β)   Αν ΑΓ = ΒΕ, να αποδείξετε ότι 

             Ι. Το τρίγωνο ΡΓΕ είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 6 

 ΙΙ. Τα σημεία Ρ, Ο και Δ είναι συνευθειακά. 

Μονάδες 5 

 

 

ΛΥΣΗ 

 
α) I.  Είναι ΓΑ = ΓΔ ως εφαπτόμενα τμήματα από το σημείο Γ στο κύκλο (Ο, ρ) τότε  

ΡΓ = ΓΑ + ΑΡ = ΓΔ + ΑΡ 

    

 II.  Είναι ΡΑ = ΡΒ και ΒΕ = ΔΕ ως εφαπτόμενα τμήματα από τα σημεία Ρ και Ε στο     

         κύκλο (Ο, ρ) τότε  

ΡΓ = ΓΔ + ΑΡ  ΡΓ – ΓΔ = ΑΡ  ΡΓ – ΓΔ = ΡΒ  ΡΓ – ΡΔ = ΡΕ – ΒΕ  

ΡΓ – ΡΔ = ΡΕ – ΔΕ 

 

β)   Ι. Αν ΑΓ = ΒΕ έχουμε το παρακάτω σχήμα. 
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Επιπλέον είναι ΡΑ = ΡΒ, τότε προσθέτοντας τις σχέσεις ισότητας κατά μέλη προκύπτει 

ότι  

ΡΑ + ΑΓ = ΡΒ + ΒΕ   ΡΓ = ΡΕ 

 δηλαδή το τρίγωνο ΡΓΕ είναι ισοσκελές. 

    

  II. Το ευθύγραμμο τμήμα ΡΟ είναι διχοτόμος και ύψος του ισοσκελούς τριγώνου ΓΡΕ, 

επομένως είναι ΡΟ  ΓΕ   (1). Η ακτίνα ΟΔ του κύκλου (Ο, ρ) είναι κάθετη στην 

εφαπτομένη ΓΕ στο σημείο επαφής Δ, επομένως είναι ΟΔ  ΓΕ  (2). 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι τα σημεία Ρ,  Ο και Δ ανήκουν σε ευθεία 

κάθετη της ΓΕ στο σημείο Δ, δηλαδή είναι σημεία συνευθειακά. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3729)                                                        

Θεωρούμε κύκλο κέντρου Ο και εξωτερικό σημείο του Ρ . Από το Ρ φέρνουμε τα 

εφαπτόμενα τμήμα ΡΑ και ΡΒ. Η διακεντρική ευθεία ΡΟ τέμνει τον κύκλο στο 

σημείο Λ. Η εφαπτόμενη του κύκλου στο Λ τέμνει τα ΡΑ και ΡΒ στα σημεία Γ και 

Δ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α)  Το τρίγωνο ΡΓΔ είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 10 

β)  ΓΑ = ΔΒ 

Μονάδες 8 

γ)  Η περίμετρος του τριγώνου ΡΓΔ είναι ίση με ΡΑ + ΡΒ 

Μονάδες 7 

 

ΛΥΣΗ 

α) Η ακτίνα ΟΛ του κύκλου είναι κάθετη στην εφαπτομένη ΓΔ στο σημείο επαφής Λ, 

και η  ΡΟ διχοτομεί τη γωνία AΡΒ . Έτσι λοιπόν αφού η ΡΛ είναι διχοτόμος και ύψος 

του τριγώνου ΡΓΔ έχουμε ότι αυτό είναι ισοσκελές.  
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β) Αφού το τρίγωνο ΡΓΔ είναι ισοσκελές έχουμε ότι ΡΓ ΡΔ . Επιπλέον ΡΑ ΡΒ  ως 

εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από το σημείο Ρ, οπότε ΑΓ ΒΔ  ως διαφορά ίσων 

τμημάτων. 

 

γ) Είναι ΓΛ ΓΑ  ως εφαπτόμενα τμήματα πού άγονται από το σημείο Γ και ΔΛ ΔΒ  

ως εφαπτόμενα τμήματα πού άγονται από το σημείο Δ.  

Έτσι έχουμε. 

ΡΓΔ

Π ΡΓ ΓΔ ΔΡ ΡΓ ΓΛ ΛΔ ΔΡ        

δηλαδή,  

ΡΓΔ
ΡΑ ΡΒ

Π ΡΓ ΓΑ ΔΒ ΔΡ ΡΑ ΡΒ       

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3767) 

Δίνεται κύκλος (Ο, Κ) και μια επίκεντρη γωνία του ˆΑΟΒ  ίση με 1200 . Οι 

εφαπτόμενες του κύκλου στα σημεία Α και Β τέμνονται στο σημείο Ρ. Θεωρούμε 

σημείο Μ του τόξου ΑΒ και φέρουμε τις χορδές ΑΜ και ΒΜ, οι οποίες 

προεκτεινόμενες τέμνουν τις ΡΒ και ΡΑ και στα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΡΒ είναι ισόπλευρο.    

Μονάδες 8 

β) ˆΜΑΒ  + ˆΜΒΑ  = 60ο.    

Μονάδες 8 

γ) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΡΕΒ είναι ίσα.   

 Μονάδες 9 
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Λύση 

α) Είναι ΟΑ=ΟΒ (ως ακτίνες κύκλου) άρα το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές  

Οπότε ΟΑΒ ΟΒΑ   

Όμως στο τρίγωνο ΟΑΒ είναι  

ο ο ο ο οΟΑΒ ΟΒΑ ΑΟΒ 180 2ΟΑΒ 120 180 2ΟΑΒ 60 ΟΑΒ 30           

Άρα 

οΟΑΒ ΟΒΑ 30   

Έτσι λοιπόν  

ο ο ο οΡΑΒ 90 ΟΑΒ 90 30 60      και ο ο ο οΡΒΑ 90 ΟΒΑ 90 30 60      

Στο τρίγωνο ΡΑΒ είναι  

ο ο ο ο οΡΑΒ ΡΒΑ ΑΡΒ 180 60 60 ΑΡΒ 180 ΑΡΒ 60          

Άρα  

οΡΑΒ ΡΒΑ ΑΡΒ 60     

οπότε το τρίγωνο ΡΑΒ είναι ισόπλευρο 

 

β) Η ΑΜΒ  βαίνει στο τόξο οΑΒ 240  άρα  
ο

ο240
ΑΜΒ 120

2
   

Στο τρίγωνο ΑΜΒ είναι  

ο ο ο οΜΑΒ ΜΒΑ ΑΜΒ 180 ΜΑΒ ΜΒΑ 120 180 ΜΑΒ ΜΒΑ 60           

 

γ) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΒΔΑ και ΡΕΒ 

1) ΑΒ=ΡΒ (το τρίγωνο ΑΡΒ είναι ισόπλευρο) 

2) οΑΒΔ ΑΡΒ 60   

3) ΕΒΡ ΜΑΒ  

Από Γ-Π-Γ λοιπόν ΒΔ Α ΡΕ Β


  

 

 

 

http://lisari.blogspot.gr/


Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 3ο: Τρίγωνα 

lisari – team   «Θέμα Δ»  

19 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4741) 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ . Στην προέκταση της ΑΒ (προς το Β) θεωρούμε 

σημείο Ε έτσι ώστε ΑΕ=ΑΓ. Στην πλευρά ΑΓ θεωρούμε σημείο Δ έτσι ώστε 

ΑΔ=ΑΒ. Αν τα τμήματα ΔΕ και ΒΓ τέμνονται στο Κ και η προέκταση της ΑΚ 

τέμνει την ΕΓ στο Μ, να αποδείξετε ότι:  

α) ΒΓ=ΔΕ          

          (Μονάδες 6)  

β) ΒΚ=ΚΔ           

          (Μονάδες 7)  

γ) Η ΑΚ είναι διχοτόμος της γωνίας        

          (Μονάδες 6)  

δ) Η ΑΜ είναι μεσοκάθετος της ΕΓ.       

           (Μονάδες 6) 

 

 

ΛΥΣΗ 

i) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΑΒΓ που έχουν: 

 ΑΕ=ΑΓ ( εκ κατασκευής) 

 ΑΔ=ΑΒ (εκ κατασκευής) 

   κοινή  

άρα σύμφωνα με το κριτήριο Π-Γ-Π είναι ίσα, άρα και ΒΓ=ΔΕ ως αντίστοιχες πλευρές 

ίσων τριγώνων. 

 

ii) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα BΓΔ και ΒΔΕ που έχουν: 

 ΒΔ κοινή πλευρά 

 ΒΓ=ΔΕ (από (i)) 

 ΒΕ=ΑΕ-ΑΒ=ΑΓ-ΑΒ=ΑΓ-ΑΔ=ΔΓ  

επομένως σύμφωνα με το κριτήριο Π-Π-Π είναι ίσα, άρα    ως αντίστοιχες 

γωνίες ίσων τριγώνων. Επομένως το τρίγωνο ΒΚΔ ισοσκελές, άρα ΚΔ=ΒΚ. 

 

iii)  Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΕΚ και ΑΚΓ που έχουν: 

 ΑΚ κοινή πλευρά 

http://lisari.blogspot.gr/


Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 3ο: Τρίγωνα 

lisari – team   «Θέμα Δ»  

20 

 ΑΕ=ΑΓ (από υπόθεση) 

 ΕΚ=ΒΓ-ΒΚ=ΚΓ , αφού ΕΚ=ΕΔ-ΚΔ και ΕΔ = ΒΓ, ΚΔ = ΒΚ (από (ii))  

επομένως σύμφωνα με το κριτήριο Π-Π-Π είναι ίσα, άρα     ως αντίστοιχες 

γωνίες ίσων τριγώνων, άρα η ΑΚ διχοτόμος της γωνίας Α. 

 

iv)  Το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισοσκελές και η ΑΜ είναι διχοτόμος (από (iii)) της   άρα 

και ύψος και διάμεσος και μεσοκάθετος της βάσης ΕΓ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4806) 

Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), και την ευθεία ε της εξωτερικής 

διχοτόμου της γωνίας Α. Η κάθετη στην πλευρά ΑΒ στο Β τέμνει την ε στο Κ και 

την ευθεία ΑΓ στο Ζ. Η κάθετη στην πλευρά ΑΓ στο Γ τέμνει την ε στο Λ και την 

ευθεία ΑΒ στο Ε.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

      i. AZ = AE    

Μονάδες 8  

     ii. ΑΚ = ΑΛ    

Μονάδες 9  

β) Ένας μαθητής κοιτώντας το σχήμα, διατύπωσε την άποψη ότι η ΑΘ είναι 

διχοτόμος της γωνίας Α του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Θ το σημείο τομής των ΚΖ και 

ΕΛ. Συμφωνείτε με την παραπάνω σκέψη του μαθητή ή όχι; Δικαιολογήστε 

πλήρως την απάντησή σας.   

  Μονάδες 8 

 

 

Λύση 

α) i. Θα δείξουμε ότι ΒΘ = ΘΓ.  

Έχουμε, 

0
έ

90

   
      

   

 

 

Τα τρίγωνα ΒΕΘ, ΘΓΖ είναι ίσα, γιατί 

 
090     

 1 2   (κατακορυφήν) 

 ΒΘ = ΘΓ 
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άρα ΒΕ = ΓΖ, οπότε ΑΕ = ΑΖ ως άθροισμα ίσων τμημάτων.  

 

ii. Έχουμε, 
 

   γιατί 

    (από την προηγούμενη σύγκριση τριγώνων)  

 1,2 2,3   (αφού 2 3   ως μισά ίσων γωνιών) 

 ΖΑ = ΑΕ 

 

άρα ΑΚ = ΑΛ 

 

β) Είναι σωστή η παρατήρηση του μαθητή!  

Τα σημεία Α και Θ ανήκουν στη μεσοκάθετο του ΒΓ, αφού ισαπέχουν από τα άκρα Β 

και Γ, οπότε το ΑΘ είναι η μεσοκάθετος του ΒΓ. Επομένως στο ισοσκελές τρίγωνο 

ΑΒΓ έχουμε ΑΘ διχοτόμος της γωνίας ΒΑΓ. 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3825)    

Δίνεται τρίγωνο AB  με AB A  . Φέρουμε τη διχοτόμο του AK  και σε τυχαίο 

σημείο της E  φέρουμε ευθεία κάθετη στη διχοτόμο AK , η οποία τέμνει τις AB  

και A στα σημεία Z  και   αντίστοιχα και την προέκταση της B  στο σημείο H .  

Να αποδείξετε ότι:  

α) 
A

Z 90
2

     

Μονάδες 7 

β) ZK K   

Μονάδες 8  

γ) 
ˆB

ZH
2


    

Μονάδες 10 

 

 

Λύση 

 α) Η Z  είναι εξωτερική του τριγώνου AE , έτσι είναι: 

A
Z 90 AE Z 90

2

         

 

β) Το τρίγωνο A Z  είναι ισοσκελές αφού η AE  είναι διχοτόμος και ύψος, έτσι 

 AZ A 1    

Τα τρίγωνα AZK  και A K είναι είσαι αφού έχουν: 

AZ A  από την  1 ,  

AK  κοινή πλευρά και  

A
ZAE AE

2
    , 

 άρα και ZK K   

 

γ) Από το τρίγωνο ZH  είναι: 

 
ˆZH 180 Z


     

A ˆZH 180 90
2

     
ˆ180 B ˆZH 90

2


  

   
ˆB

ZH
2
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ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3903)      

Δίνεται τετράπλευρο AB  με AB A   και B  . Αν E  είναι το σημείο 

τομής των προεκτάσεων των BA και   και Z  είναι το σημείο τομής των 

προεκτάσεων των A  και B  να αποδείξετε ότι: 

α) Η A  είναι διχοτόμος της γωνίας B   

(Μονάδες 7 ) 

β) Z E      

(Μονάδες 9) 

γ) EZ || B     

(Μονάδες 9) 

 

 

 

Λύση 

α) Τα τρίγωνα AB ,A   είναι ίσα επειδή έχουν την A  κοινή και AB A  , 

B   από την υπόθεση (Π-Π-Π). Οπότε θα είναι   , δηλαδή η A  είναι 

διχοτόμος της γωνίας B  

 

β) 1 2A A  (ως κατακορυφήν). 

2 2
ˆB    (ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών 1 1

ˆB ,  του ισοσκελούς τριγώνου 

AB ) 

Άρα τα τρίγωνα ABZ,A E  είναι ίσα (Γ-Π-Γ). Οπότε BZ E   και κατά συνέπεια, 

Z E    
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γ) Στα ισοσκελή τρίγωνα B , ZE    η διχοτόμος της γωνίας ̂  θα είναι μεσοκάθετη 

στις βάσεις. Άρα B || ZE , ως κάθετες στην ίδια ευθεία. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4588)     

 Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και στην προέκταση της ΓΒ (προς το Β) 

θεωρούμε σημείο Δ τέτοιο ώστε ΒΔ = ΒΓ, ενώ στην προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) 

θεωρούμε σημείο Ε τέτοιο ώστε ΓΕ = ΒΓ. Φέρουμε την κάθετη στην ΕΔ στο 

σημείο Ε, η οποία τέμνει την προέκταση της ΔΑ στο Ζ.  

 

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων ΓΑΕ και ΒΔΑ.    

          (Μονάδες 8)  

β) Να αποδείξετε ότι η ΓΖ είναι μεσοκάθετος του ΑΕ.     

                   (Μονάδες 12)  

γ) Να αποδείξετε ότι ΑΒ//ΓΖ.        

          (Μονάδες 5) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Για τις γωνίες του τριγώνου ΑΓΕ έχουμε ότι:  

0 0 0AΓE 180 AΓB 180 60 120       

( 0AΓB 60  ως γωνία του ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ) 

Τώρα το τρίγωνο ΑΓΕ  είναι ισοσκελές  αφού ΓΕ=ΓΒ (από υπόθεση) και ΓΒ=ΓΑ (το 

ΑΒΓ είναι ισόπλευρο)  άρα ΓΕ=ΓΑ οπότε θα είναι ΓAE AEΓ  και επειδή  

0 0 0ΓAE AEΓ 180 AΓE 180 120 60       

θα είναι  

0ΓAE AEΓ 30   

Για τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΔ έχουμε ότι:  

0 0 0ABΔ 180 ABΓ 180 60 120      

( 0ABΓ 60  ως γωνία του ισοπλεύρου τριγώνου ΑΒΓ) 

    

 Τώρα το τρίγωνο ΑΒΔ  είναι ισοσκελές  αφού ΒΔ=ΒΓ (από υπόθεση) και ΓΒ=ΒΑ( το 

ΑΒΓ είναι ισόπλευρο)  άρα  

ΒΔ=ΒΑ 
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 οπότε θα είναι  

BAΔ AΔB  

και επειδή 

0 0 0BAΔ AΔB 180 ABΔ 180 120 60        

θα είναι  

0BAΔ AΔB 30   

 

β) Επειδή είναι ΓΑ=ΓΕ όπως είδαμε και πριν το σημείο Γ είναι σημείο της μεσοκάθετος 

ΑΕ.  

Τώρα επειδή  

0 0 0BAΔ BAΓ 30 60 90     

( 0BAΔ 30 από (α) και 0BAΓ 60  γωνία ισοπλεύρου) 

επομένως ΓΑ είναι κάθετη στην ΔΑ άρα  0ΓAZ 90  και επειδή 0ΓAE 30 (από (α)) θα 

είναι  0 0 0ZAE 90 30 60    

      Ακόμη 0ZEΓ 90 (από κατασκευή) και 0AEΓ 30 (από (α)) άρα  

0 0 0ZEA 90 30 60   . Έτσι στο τρίγωνο ΖΑΕ έχουμε ZAE ZEA δύο γωνίες ίσες    

άρα ισοσκελές άρα ΖΑ=ΖΕ  άρα το Ζ είναι σημείο της μεσοκάθετου της ΑΕ, επομένως 

η ΓΖ είναι η μεσοκάθετος της ΑΕ αφού τα Γ,Ζ είναι σημεία της. 

    

γ) Είναι ΓΖ  κάθετη στην ΑΕ όπως δείξαμε στο (β). Ακόμη  

0 0 0BAΓ ΓAE 60 30 90     

άρα 0BAE 90  οπότε ΒΑ κάθετη στην ΑΕ επομένως ΓΖ, ΑΒ παράλληλες αφού είναι 

κάθετες στην ίδια ευθεία ΑΕ.   

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4622)     

Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του ΓΕ. Στην προέκταση της ΓΒ 

(προς το Β) θεωρούμε σημείο Δ τέτοιο ώστε  ΒΔ =
ΒΓ

2
 .  Αν η ευθεία ΔΕ τέμνει την 

ΑΓ στο Ζ και  ΖΘ // ΒΓ  

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΔΕ είναι ισοσκελές και το τρίγωνο ΑΘΖ είναι  

ισόπλευρο.  

                    (Μονάδες 10)  

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΘΕΖ.     

          (Μονάδες 5)  

γ) Να αποδείξετε ότι ΑΕ = 2 ΘΖ.       

          (Μονάδες 5)  

δ) Να αποδείξετε ότι 3ΑΒ = 4ΘΒ.        

          (Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) Στο ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε ΓΕ ύψος, τότε και διάμεσος, οπότε 

AB B
BE

2 2


    , οπότε το τρίγωνο ΔΒΕ είναι ισοσκελές. 

Τώρα επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο θα ισχύει 060   . 

Επίσης 060    (ως εντός εκτός και επί τ’ αυτά μέρη γωνιών των        

παραλλήλων ΘΖ//ΒΓ που τέμνονται από την ΑΒ). 

 

Στο τρίγωνο ΑΘΖ έχουμε άθροισμα γωνιών 1800 άρα  

0180  

οπότε είναι γωνία  

0 0 0 0180 60 60 60     

άρα είναι γωνίες  

060      

οπότε το  τρίγωνο ΑΘΖ είναι ισόπλευρο. 

 

β) Είναι 0120   ( παραπληρωματική της 060  )  

     (ως κατακορυφήν)  

 

Έχουμε,  

2    ( ως εξωτερική στο ισοσκελές τρίγωνο ΔΒΕ) 

και γωνία 060  (γωνία ισοπλεύρου), άρα 0 060 2 30   επομένως και 

γωνία 030  και κατά συνέπεια η άλλη γωνία του τριγώνου 030   

 

γ) Έχουμε  
Λ Λ

ΑΖΘ ΘΖΕ 60 30 90      , 

οπότε το ΑΖΕ τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 
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Επειδή ΑΘΘΖ, αφού ΑΘΖ ισόπλευρο  (από (α)) και ΘΕΘΖ επειδή ΘΕΖ τρίγωνο 

ισοσκελές (από (β)), τότε στο τρίγωνο ΑΖΕ, έχουμε: 

γωνία 090  άρα ορθογώνιο, και ΖΘ διάμεσος, οπότε από γνωστό θεώρημα  

ΑΕ
ΖΘ ΑΕ 2ΘZ

2
    

 

δ) Έχουμε  

ΘΒ=ΘΕ+ΕΒ 

και επειδή 
AE

ΘE
2

  και ΕΒ=ΑΕ (Ε μέσο του ΑΒ) θα ισχύει ότι  

AE 3
ΘB AE AE

2 2
    

 και επειδή 
AB

AE
2

  θα είναι 
3 AE 3AE

ΘB 4ΘΒ 3AE
2 2 4

    . 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4794) 

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
090  ) με ΒΔ διχοτόμο και ΑΚ ύψος, που 

τέμνονται στο Ε. Η κάθετη από το Ε στην ΑΒ τέμνει τις  ΑΒ και ΒΓ στα Η και Ζ 

αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

    i. Τα τρίγωνα ΕΗΑ και ΕΚΖ είναι ίσα.                 

Μονάδες 6  

    ii. Το τρίγωνο ΒΚΗ είναι ισοσκελές τρίγωνο.    

Μονάδες 6  

   iii. Η ΒΔ είναι κάθετη στην ΑΖ 

  Μονάδες 7 

β) Αν επιπλέον το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι και ισοσκελές, να αποδείξετε ότι η 

ΓΕ είναι διχοτόμος της γωνίας Γ. 

Μονάδες 6 

  

 

Λύση 

α)  i. Έχουμε 
 

   γιατί, 

 
090    

 1 2    (ως κατακορυφήν) 

 ΕΗ = ΕΚ (Ε σημείο της διχοτόμου, ισαπέχει από τις πλευρές της γωνίας ΒΑ,ΒΓ) 
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ii. Έχουμε 
 

   γιατί, 

 
090    

 1 2    (ΒΔ διχοτόμος) 

 ΒΕ =ΒΕ (κοινή πλευρά)  

άρα ΒΗ = ΒΚ, το ΒΗΚ είναι ισοσκελές τρίγωνο.  

 

iii. Έχουμε, ΒΗ = ΒΚ (από το ισοσκελές ΒΗΚ) και ΗΑ = ΚΖ (από την σύγκριση του α. 

i υποερωτήματος), οπότε με άθροισμα κατά μέλη έχουμε ΒΑ = ΒΖ, δηλαδή το τρίγωνο 

ΑΒΖ είναι ισοσκελές με ΒΔ διχοτόμο, άρα και ύψος, δηλαδή    

 

β) Στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε τις διχοτόμους ΒΔ και ΑΚ (αφού ΑΒΓ ισοσκελές τρίγωνο 

με ΑΚ ύψος) να τέμνονται στο Ε, άρα το Ε είναι έκκεντρο του τριγώνου, οπότε και ΓΕ 

είναι διχοτόμος της γωνίας Γ.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 4799) 

Δίνεται οξυγώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ.  Φέρνουμε τμήμα ΑΔ κάθετο 

στην ΑΒ και τμήμα ΑΕ κάθετο στην ΑΓ με ΑΔ=ΑΕ. Θεωρούμε τα μέσα Ζ, Η και 

Μ τα μέσα  των ΔΒ, ΕΓ και ΒΓ αντίστοιχα.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

     i. Τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΕΓ είναι ίσα.   

 

Μονάδες 7  

    ii. Το τρίγωνο ΖΑΗ είναι ισοσκελές.    

Μονάδες 6  

    iii. Η ΑΜ είναι μεσοκάθετος του ΖΗ.     

  Μονάδες 7 

 
β) Ένας μαθητής συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΕΓ έγραψε τα εξής: 

« 1. ΑΔ = ΑΕ από υπόθεση 

   2. ΑΒ = ΑΓ πλευρές ισοσκελούς τριγώνου 

   3.      ως κατακορυφήν. 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα έχοντας δύο πλευρές ίσες μια προς μια και την 

περιεχόμενη γωνία ίση». 
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Ο καθηγητής είπε ότι αυτή η λύση περιέχει λάθος μπορείς να το εντοπίσεις;              

 

Μονάδες 5 

 

Λύση 

α) i. Έχουμε,  

    
 

    γιατί 

 
090     

 ΑΔ = ΑΕ (δεδομένο) 

 ΑΒ = ΑΓ (ισοσκελές)  

 

ii. Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΕΓ με διαμέσου ΑΖ και ΑΗ αντίστοιχα, 

έχουμε 

2

2




 


    

 
 


, άρα το ΑΖΗ είναι ισοσκελές 

 

iii. Θα δείξουμε ότι ΜΖ = ΜΗ.  

Έχουμε,  
 

   γιατί 

 ΖΒ = ΓΗ (ως μισά ίσων πλευρών) 

 ΒΜ = ΜΓ (Μ μέσο ΒΓ) 

 1,2 1,2    (ως άθροισμα ίσων γωνιών, των 1 1    από το ισοσκελές τρίγωνο 

ΑΒΓ και 2 2    από την ισότητα τριγώνων ερώτημα α. i) 

Οπότε το Μ ισαπέχει από τα Ζ και Η, άρα ανήκει στη μεσοκάθετο του ΖΗ. 

Επίσης έχουμε ΑΖ = ΑΗ, άρα το Α ανήκει στη μεσοκάθετο του ΖΗ, οπότε το ΑΜ είναι 

μεσοκάθετος του ΖΗ.  

 

β) Ο μαθητής σφάλλει στο σημείο που αναφέρει ότι οι γωνίες ,   είναι 

κατακορυφήν.  

Θα αποδείξουμε το λάθος ισχυρισμό του με την μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο.  

Έστω ότι οι γωνίες ,   είναι κατακορυφήν, τότε τα σημεία Β, Α, Ε είναι 

συνευθειακά, άρα 

 
0 0 0 0 0180 180 90 180 90        , που είναι άτοπο 

αφού το τρίγωνο ΑΒΓ είναι οξυγώνιο.  

Οπότε οι γωνίες ,  δεν είναι κατακορυφήν (παρόλο που είναι ίσες).  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_5900)     

Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ ΑΓ  και Μ το μέσο της ΒΓ.  Φέρουμε ΓΔ ΒΓ  

με ΓΔ ΑΒ  (Α, Δ εκατέρωθεν της ΒΓ). 

Να αποδείξετε ότι: 
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α) AM ΓΔ  

(Μονάδες 6) 

β) η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆMΑΓ . 

(Μονάδες 7) 

γ) 
Β

ΔΑΓ 45
2

   

(Μονάδες 7) 

δ) ΑΔ 2ΑΒ  

(Μονάδες 5) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α)  
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Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, η διάμεσος ΑΜ που αντιστοιχεί στην βάση του είναι και 

ύψος, άρα AM ΒΓ .  Όμως και ΓΔ ΒΓ  από δεδομένα, οπότε AM ΓΔ . 

 

β) ΓΔ ΑΒ ΑΓ ΓΔ ΑΓ    , άρα το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ισοσκελές και έτσι 

ΓΑΔ ΓΔΑ  (1) 

 

Επίσης, MAΔ ΓΑΔ  (2) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΜ, ΓΔ με 

τέμνουσα την ΑΔ. 

Από (1) και (2) έχουμε ότι MAΔ ΓΑΔ , άρα η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας  

ΜΑΓ 

 

γ) 

β) στο ΑΜΓ Β ΓΜΑΓ 90 Γ 90 Β Β
ΔΑΓ 45

2 2 2 2
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δ) Στο τρίγωνο ΑΓΔ από την τριγωνική ανισότητα έχουμε:  
ΓΔ ΑΒ ΑΓ

ΑΔ ΑΓ ΓΔ ΑΔ 2ΑΒ
 

     

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_5904)    [Κεφάλαιο 4ο ή 5ο (ανάλογα με την λύση)] 

Στο παρακάτω σχήμα φαίνονται οι θέσεις στο χάρτη πέντε χωριών Α, Β, Γ, Δ και Ε και 

οι δρόμοι που τα συνδέουν.  Το χωριό Ε ισαπέχει από τα χωριά Β, Γ και επίσης από τα 

χωριά Α και Δ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

 i. η απόσταση των χωριών Α και Β είναι ίση με την απόσταση των χωριών Γ και Δ. 

(Μονάδες 5) 

 ii. αν οι δρόμοι ΑΒ και ΓΔ έχουν δυνατότητα να προεκταθούν, να αποδείξετε ότι 

αποκλείεται να συναντηθούν. 

(Μονάδες 5) 

 iii. τα χωριά Β και Γ ισαπέχουν από τον δρόμο ΑΔ. 

(Μονάδες 8) 

β) Να προσδιορίσετε γεωμετρικά το σημείο του δρόμου ΑΓ που ισαπέχει από τα χωριά 

Α και Δ. 

(Μονάδες 7) 

 

 

ΛΥΣΗ 

1ος τρόπος: 

α) Από δεδομένα γνωρίζουμε ότι το χωριό Ε ισαπέχει από τα χωριά Α και Δ, άρα 

AE    (1), αλλά και από τα χωριά Β και Γ, άρα BE    (2) 
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 i. Η απόσταση των χωριών Α και Β θα είναι ίση με την απόσταση των χωριών Γ και 

Δ αν και μόνο αν AB ΓΔ . 

 
Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΓΔΕ είναι ίσα λόγω του κριτηρίου Π-Γ-Π, καθώς έχουν: 

1) AE    (1) 

2) BE    (2) 

3) BEA ΓΕΔ  (ως κατακορυφήν) 

Επομένως τα δύο τρίγωνα θα έχουν ίσα και όλα τα υπόλοιπα κύρια στοιχεία 

τους, άρα και AB ΓΔ  (3), αλλά και BAE ΓΔΕ  (4). 

 

 ii. Από την σχέση (4) βγάζουμε το συμπέρασμα ότι AB ΓΔ , δηλαδή αν οι 

δρόμοι ΑΒ και ΓΔ έχουν δυνατότητα να προεκταθούν, τότε αποκλείεται να 

συναντηθούν. 

 
 iii. Έστω BK AΔ  και ΓΛ AΔ . 
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Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΚΕ και ΓΛΕ είναι ίσα, αφού: 

1) BE    (2) 

2) BEA ΓΕΔ  (ως κατακορυφήν)  

καθώς έχουν μία ομόλογη πλευρά και μία προσκείμενη γωνία ίσες μία προς 

μία.   

Επομένως τα δύο τρίγωνα θα έχουν ίσα και όλα τα υπόλοιπα κύρια στοιχεία 

τους, άρα και BK ΓΛ  (5), δηλαδή τα χωριά Β και Γ ισαπέχουν από τον 

δρόμο ΑΔ. 

 

2ος τρόπος (για α) i. και ii. mathematica): 

 

α) Από δεδομένα γνωρίζουμε ότι το χωριό Ε ισαπέχει από τα χωριά Α και Δ, άρα 

AE    (1), αλλά και από τα χωριά Β και Γ, άρα BE    (2) 

Επομένως, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο αφού οι διαγώνιοί του 

διχοτομούνται.  Οπότε θα ισχύουν ότι: 

 i. AB ΓΔ , δηλαδή η απόσταση των χωριών Α και Β θα είναι ίση με την απόσταση 

των χωριών Γ και Δ. 

 ii. AB ΓΔ , δηλαδή αν οι δρόμοι ΑΒ και ΓΔ έχουν δυνατότητα να προεκταθούν, 

τότε αποκλείεται να συναντηθούν. 

 

β) Αφού το σημείο του δρόμου ΑΓ, έστω Κ, ισαπέχει από τα χωριά Α και Δ, σημαίνει 

ότι θα ανήκει ταυτόχρονα και στην μεσοκάθετό του ΑΔ.   
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Οπότε το σημείο Κ προσδιορίζεται ως το σημείο τομής του ευθύγραμμου τμήματος 

ΑΓ και της μεσοκαθέτου του ΑΔ. 

 

Σχόλιο:   

Το ερώτημα β) έχει νόημα μόνο αν το ευθύγραμμο τμήμα ΑΓ και η μεσοκάθετος του 

ΑΔ τέμνονται!  Αυτό, όμως, επιτυγχάνεται μόνο λόγω σχήματος (προφανώς δεν 

επαρκεί!) και όχι από τα δεδομένα της άσκησης. 

Χρειάζεται επιπλέον να ισχύει ότι A E 90  , ώστε η κάθετη από το μέσον Ε του ΑΔ 

στο ΑΓ να έχει ίχνος που να είναι εσωτερικό σημείο του ΑΓ…. 

 

Αντιπαράδειγμα: βλέπε το παρακάτω σχήμα 

 

http://lisari.blogspot.gr/
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ΑΣΚΗΣΗ (4_2789)       
Σε μια τάξη της Α΄ Λυκείου στο μάθημα της Γεωμετρίας ο καθηγητής έδωσε 
στους μαθητές του το παρακάτω πρόβλημα : 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και μια ευθεία (ε) που διέρχεται από την κορυφή Α και είναι 

παράλληλη στην πλευρά ΒΓ. Στο τρίγωνο ΑΒΓ η εξωτερική γωνία Γ


του τριγώνου 

είναι διπλάσια της εσωτερικής γωνίας Α


. 
Ζητείται, χωρίς την βοήθεια γεωμετρικών οργάνων, να χαραχθεί η διάμεσος ΒΜ 

του τριγώνου και η διχοτόμος της εξωτερικής γωνίας Γ


. 
Ο καθηγητής για να διευκολύνει του μαθητές του, έδωσε την εξής υπόδειξη : 
«Αν πάρω στην ευθεία (ε), στο ημιεπίπεδο (ΑΒ, Γ) ένα σημείο Δ τέτοιο ώστε  
ΑΔ = ΒΓ τότε : 
α) η ΒΔ τέμνει την ΑΓ στο μέσο Μ,      

(Μονάδες 12) 
β) η ΓΔ είναι η ζητούμενη διχοτόμος».     

(Μονάδες 13) 
Μπορείτε να δικαιολογήσετε τους ισχυρισμούς αυτούς; 

 
ΛΥΣΗ  
α) Επειδή ΑΔ =// ΒΓ, τότε το τετράπλευρο 
ΑΔΓΒ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε  
Χαράσσοντας την διαγώνιο ΒΔ, αυτή θα  
διχοτομεί την ΑΓ στο μέσο της Μ. Άρα η  
ΒΜ είναι η διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
β) Η ΓΔ είναι παράλληλη στην ΑΒ, οπότε :  

2

2

 







  


 

 Άρα η ΓΔ είναι διχοτόμος της 


 . 

 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ : 
Για το α) και β) ερώτημα χρησιμοποιούμε τα κριτήρια για τα παραλληλόγραμμα στη 
σελίδα 98.  
Παρόμοια άσκηση βιβλίου : Ασκήσεις εμπέδωσης/σελ. 99 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_2792)       
Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και στο εσωτερικό του θεωρούμε τα σημεία Γ, Δ 
ώστε να ισχύει ΑΓ = ΓΔ = ΔΒ. Επίσης θεωρούμε σημείο Ο εκτός του ευθυγράμμου 
τμήματος ΑΒ έτσι ώστε να ισχύουν ΟΓ = ΑΓ και ΟΔ = ΔΒ. 
α) Να αποδείξετε ότι : 

i) η γωνία ΓΟΔ


 είναι 060    
                         (Μονάδες 9) 



Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 5ο: Παρ/μα - Τραπέζια 

lisari – team «Θέμα Δ»  

37 

ii) οι γωνίες ΟΑΓ , ΟΒΔ
 

είναι ίσες και κάθε μια ίση με 030  

          (Μονάδες 9) 
β) Αν Μ το μέσον του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, να αποδείξετε ότι 2ΟΜ = ΟΑ. 
                   (Μονάδες 7) 

 
ΛΥΣΗ 
α) i) Επειδή ΑΓ = ΟΓ = ΓΔ = ΟΔ = ΔΒ, 
τότε το τρίγωνο ΟΓΔ είναι ισόπλευρο. 
Άρα  

060


  

 
ii) Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΟΑΓ και ΟΒΔ,  
έχουμε: 

 
0 0 0

( ό .)

ό .

180 60 120

 

 

      

   

 
 

Οπότε στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΓ έχουμε ότι :  

 1
 

   

Οπότε ισχύει : 
 1

0 0 0 0180 2 120 180 30
    

      

Άρα  

030
 

  

 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΜ η 030


 , οπότε η απέναντι κάθετη πλευρά ΟΜ 

είναι μισή της υποτείνουσας, δηλαδή :  

2
2


    

 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ : 
Για το α ii) ερώτημα χρησιμοποιούμε τo 1o  κριτήριο ισότητας τριγώνων στη σελίδα 36. 
Για το β) ερώτημα χρησιμοποιούμε τo πόρισμα για τα ορθογώνια τρίγωνα στη σελ. 110. 
Παρόμοια άσκηση βιβλίου : 
α ii) Ασκήσεις εμπέδωσης & αποδεικτικές /σελ. 38. 
β) Ασκήσεις εμπέδωσης 4,7/σελ. 111 & αποδεικτικές 8/σελ. 111. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_2794)     
Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) είναι ΓΔ = 2ΑΒ. Επίσης τα Ζ, Η, Ε είναι τα μέσα των 
ΑΔ, ΒΓ και ΔΓ αντίστοιχα. Ακόμη η ΖΗ τέμνει τις ΑΕ, ΒΕ στα σημεία Θ, Ι 
αντίστοιχα. 
α) Να δείξετε ότι, το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι παραλληλόγραμμο.                 
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(Μονάδες 10) 
β) Να δείξετε ότι, τα σημεία Θ, Ι είναι τα μέσα των ΑΕ, ΒΕ αντίστοιχα.          

(Μονάδες 5) 

γ) Να δείξετε ότι 
3

ΖΗ ΑΒ
2

 .     

                     (Μονάδες 10) 

 
ΛΥΣΗ  

 
α) Επειδή  

έ , ό
/ / /2

/ /

         
  

 

 
β) Επειδή Ζ και Η είναι τα μέσα των ΑΔ και ΒΓ αντίστοιχα, τότε η ΖΗ αποτελεί την 
διάμεσο του τραπεζίου ΑΒΓΔ, οπότε ισχύει :  

ΖΗ // ΑΒ // ΓΔ 
Άρα στο τρίγωνο ΑΔΕ έχουμε ότι ισχύει : 

έ
έ

/ /

 
    

. 

Όμοια στο τρίγωνο ΒΕΓ :  

έ
έ

/ /

 
    

. 

 
γ) Ισχύει ότι :  

 2 1   

και επειδή η ΖΗ είναι διάμεσος τραπεζίου, τότε :   
 1 2 3

2 2 2

  
    . 

 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ : 
Για το α ερώτημα χρησιμοποιούμε τα κριτήρια για τα παραλληλόγραμμα στη σελ. 98. 
Για το β) ερώτημα χρησιμοποιούμε τo θεώρημα II στη σελ. 104. 
Για το γ) ερώτημα χρησιμοποιούμε τo θεώρημα I για τα τραπέζια στη σελ. 112 
Παρόμοια άσκηση βιβλίου : α) Ασκήσεις εμπέδωσης /σελ. 99. 
             β) Ασκήσεις εμπέδ. 1, 2, 3/σελ. 111 &αποδ. σελ. 111. 
             γ) Ασκήσεις εμπέδ. 1, 2, 4, 6/σελ. 115 &αποδ. σελ. 115. 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_2797)       

Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει Α Γ 2Β (1)
  

  και έστω ΑΔ ύψος και ΒΕ διχοτόμος του 

τριγώνου που τέμνονται στο Ζ. 
α) Να αποδείξετε ότι : 

 i) 0Β 60 και ΑΖ ΒΖ


  .   

            (Μονάδες 10) 

 ii) 
3

ΑΔ ΒΖ
2

 .   

               (Μονάδες 8) 
β) Αν είναι γνωστό ότι το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισόπλευρο, να υπολογίσετε τις άλλες 
γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.  

                 (Μονάδες 7) 

 
ΛΥΣΗ 
α) i) Έχουμε ότι  

 1
0 0 0180 2 180 60

     

     

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε ότι : 
 

0 0 0 0 0 090 180 60 90 180 30
   

        
Επίσης, 

030
2


 

   

άρα 

: έ
 

  


 

 
ii) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΖΔ έχουμε ότι:  

030
2 2


  

    

Άρα  
1 3

2 2
   . 

β) Επειδή το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισόπλευρο, τότε 060


 , οπότε  

0 0 030 60 90
  

   . 

Από την  

  0 0 01 90 2 60 30
 

     . 

 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ : 
Για το αi) και το β) ερώτημα χρησιμοποιούμε τις σχέσεις μεταξύ των γωνιών των 
τριγώνων. 
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Για το α ii) ερώτημα χρησιμοποιούμε το πόρισμα για τις ιδιότητες των ορθογωνίων 
τριγώνων στη σελ. 110. 
Παρόμοια άσκηση βιβλίου : β) Άσκηση εμπέδωσης 4 /σελ. 111. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_2799)     
Στην παρακάτω εικόνα φαίνεται μια κρεμάστρα τοίχου η οποία αποτελείται από 
έξι ίσα ευθύγραμμα κομμάτια ξύλου (ΑΔ, ΒΓ, ΓΖ, ΔΗ, ΖΚ, ΗΛ) που είναι 
στερεωμένα με έντεκα καρφιά (Α, Β, Γ, Δ, Θ, Ε, Μ, Η, Κ, Λ, Ζ). Αν το σημείο Θ, 
είναι μέσο των τμημάτων ΑΔ και ΒΓ ενώ το σημείο Ε είναι μέσο των τμημάτων 
ΓΖ και ΔΗ, να αποδείξετε ότι : 
α) Το τετράπλευρο ΓΗΖΔ είναι ορθογώνιο.  

            (Μονάδες 10) 
β) Τα σημεία Β, Δ, Ζ είναι συνευθειακά.   

             (Μονάδες 9) 
γ) Το τετράπλευρο ΑΓΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.  

            (Μονάδες 6) 

 
 
ΛΥΣΗ  
α) Στο τετράπλευρο ΓΗΖΔ, έχουμε ότι οι διαγώνιοι ΓΖ και ΔΗ διχοτομούνται, οπότε το 
ΓΗΖΔ είναι παραλληλόγραμμο (1) και επίσης έχουμε ότι ΓΖ = ΔΗ (2). Από τις σχέσεις 
(1) και (2) προκύπτει ότι το ΓΗΖΔ είναι ορθογώνιο. 
 

β) Όμοια το τετράπλευρο ΑΓΔΒ είναι ορθογώνιο, οπότε, 090


 . Επίσης έχουμε ότι 

το τετράπλευρο ΓΗΖΔ είναι ορθογώνιο, οπότε : 090


 , άρα  

0 0 090 90 180
  

    

οπότε τα Β, Δ, Ζ είναι συνευθειακά. 
 
γ) Επειδή  

2 2

 
    και 

2 2

 
    

έχουμε, ΘΓΕΔ παραλληλόγραμμο, άρα / / / / (1)    

 

Επίσης,  2 , άρα από (1) και (2) έπεται ότι το ΑΓΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.  

 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ : 
Για το α) ερώτημα χρησιμοποιούμε το ii) κριτήριο των ορθογωνίων στη σελ. 101. 
Για το γ) ερώτημα χρησιμοποιούμε το ii) κριτήριο των παραλληλογράμμων στη σελ. 98. 
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Παρόμοια άσκηση βιβλίου : α) Ασκήσεις εμπέδωσης 1, 2, 3 /σελ. 103. 
             γ) Ασκήσεις εμπέδωσης /σελ. 99. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_2802)      
Δίνεται ευθεία (ε) και δύο σημεία Α, Β εκτός αυτής έτσι ώστε η ευθεία ΑΒ να μην 
είναι κάθετη στην (ε). Φέρουμε ΑΔ, ΒΓ κάθετες στην (ε) και Μ, Ν μέσα των ΑΒ 
και ΓΔ αντίστοιχα. 
α) Αν τα Α, Β είναι στο ίδιο ημιεπίπεδο σε σχέση με την (ε) 
i) να εξετάσετε αν το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι, παραλληλόγραμμο, τραπέζιο ή 
ορθογώνιο σε καθεμία από τις παρακάτω περιπτώσεις, αιτιολογώντας την 
απάντηση σας: 
1) ΑΔ < ΒΓ   

                 (Μονάδες 4) 
2) ΑΔ = ΒΓ 

                  (Μονάδες 4) 
ii) να εκφράσετε το τμήμα ΜΝ σε σχέση με τα τμήματα ΑΔ, ΒΓ στις δύο 
προηγούμενες περιπτώσεις.    

                 (Μονάδες 6) 
β)Αν η ευθεία (ε) τέμνει το τμήμα ΑΒ στο μέσο του Μ να βρείτε το είδος του 
τετράπλευρου ΑΓΒΔ (παραλληλόγραμμο, τραπέζιο, ορθογώνιο) και να δείξετε ότι 
τα Μ, Ν ταυτίζονται. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  

      (Μονάδες 9 + 2) 

 
 
ΛΥΣΗ  
α) i)  

 Αν ΑΔ < ΒΓ, τότε επειδή οι ΑΔ, ΒΓ είναι κάθετες στην (ε) θα έχουμε ΑΔ // 
ΒΓ, οπότε το ΑΒΓΔ θα είναι τραπέζιο.  

 Αν ΑΔ = ΒΓ, τότε ΑΔ = // ΒΓ, οπότε το ΑΒΓΔ θα είναι ορθογώνιο. 
 

ii)  

 Αν το ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο, τότε η ΜΝ είναι διάμεσος τραπεζίου, οπότε θα 
ισχύει: 

2


  

 Αν ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο, τότε ΜΝ = ΑΔ = ΒΓ. 
 
β) Συγκρίνω τα τρίγωνα ΑΜΔ και ΒΜΓ τα οποία έχουν : 
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( ό .)

ά / /

ή

 

 

  

      

    

 
 

Όμως, / /  άρα το ΑΓΒΔ είναι παραλληλόγραμμο.  

 
Άρα αφού το ΑΓΒΔ είναι παραλληλόγραμμο, τότε οι διαγώνιοι του διχοτομούνται, 
οπότε το Μ είναι το μέσο του ΔΓ. Ταυτόχρονα έχουμε και το Ν μέσο του ΔΓ. Άρα τα 
σημεία Μ και Ν ταυτίζονται (   ). 

 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ : 
Για το αi) και αii) ερωτήματα χρησιμοποιούμε το θεώρημα i) των τραπεζίων στη σελ. 112 
και τον ορισμό του ορθογωνίου στη σελ. 100. 
Για το  ερώτημα β) χρησιμοποιούμε το 2ο  κριτήριο ισότητας τριγώνων στη σελ. 39. 
Παρόμοια άσκηση βιβλίου : β) Ασκήσεις εμπέδωσης 3 /σελ. 43. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_2804)     
Στο παρακάτω σχήμα δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, τα ύψη του ΒΔ και ΓΕ που τέμνονται 
στο σημείο Η και το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ. 
α) Να αποδείξετε ότι 
 i) ΜΔ = ΜΕ   

              (Μονάδες 10) 

 ii) Η ευθεία ΑΗ τέμνει κάθετα τη ΒΓ και ότιΑΗΔ Γ
 

 , όπου Γ


η γωνία του 

τριγώνου ΑΒΓ.  
                 (Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΗ.   
          (Μονάδες 10) 
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ΛΥΣΗ  
α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΔΓ έχουμε ότι η ΔΜ είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα 
ΒΓ, οπότε : 

 1
2


  

Αντίστοιχα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΓ έχουμε ότι:  

 2
2


 . 

Οπότε  

   1 , 2  . 

 
β) Επειδή    , τότε το Η είναι το ορθόκεντρο του ΑΒΓ. Άρα η ΑΗ 

προεκτεινόμενη θα αποτελεί το τρίτο ύψος του ΑΒΓ, οπότε  .Για τις γωνίες 

ΑΗΓ και Γ έχουμε ότι είναι οξείες με πλευρές κάθετες μεταξύ τους, οπότε: 
 

 . 

 
γ) Για να βρούμε το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΗ, πρέπει να βρούμε τις κάθετες των 
τριών πλευρών του από τις απέναντι κορυφές. Δηλαδή στην ΑΒ, το ύψος είναι το ΓΕ, 
στην ΒΗ είναι το ΑΓ και στην ΑΗ είναι το ΒΓ. Δηλαδή τα τρία παραπάνω ύψη 
διέρχονται από το σημείο Γ, οπότε το Γ είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΗ. 
 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ :Για το α) ερώτημα χρησιμοποιούμε το θεώρημα i) των ορθ. τριγ. στη 
σελ. 109  
Για το β) ερώτημα χρησιμοποιούμε το λήμμα των ορθόκεντρων στα τριγ. στη σελ. 108. 
Παρόμοια άσκηση βιβλίου : α) Ίδια με την ασκ. Εμπ. 3 /σελ. 111, β) Άσκ. Εμπ. 6/σελ. 
111. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_2808)       
Θεωρούμε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τις ορθές προβολές Α΄, Β΄, Γ΄, Δ΄ των 
κορυφών του Α, Β, Γ, Δ αντίστοιχα, σε μια ευθεία ε. 
α) Αν η ευθεία ε αφήνει τις κορυφές του παραλληλογράμμου στο ίδιο ημιεπίπεδο 
και είναι ΑΑ΄= 3, ΒΒ΄= 2 και ΓΓ΄= 5, τότε:  
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 i) Να αποδείξετε ότι η απόσταση του κέντρου του παραλληλογράμμου από 
την ε είναι ίση με 4.  

                  (Μονάδες 8) 
 ii) Να βρείτε την απόσταση ΔΔ΄.  

              (Μονάδες 9) 

 
β) Αν η ευθεία διέρχεται από το κέντρο του παραλληλογράμμου και είναι 
παράλληλη προς δύο απέναντι πλευρές του, τι παρατηρείτε για τις αποστάσεις 
ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄, ΔΔ΄; Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας.  

            (Μονάδες 8) 

 
ΛΥΣΗ  
α) i) Στο τετράπλευρο ΑΑ΄Γ΄Γ έχουμε ότι ΑΑ΄//ΓΓ΄ (κάθετες στην ευθεία ε). Άρα το 
ΑΑ΄Γ΄Γ είναι τραπέζιο. Επίσης έχουμε ότι ΟΟ΄//ΑΑ΄//ΓΓ΄ και το σημείο Ο είναι το 
μέσο του ΑΓ (σημείο τομής των διαγώνιων του ΑΒΓΔ).  
Άρα η ΟΟ΄ είναι η διάμεσος του παραπάνω τραπεζίου, οπότε:  

΄ ΄ 3 5
΄ ΄ 4

2 2

  
      

 
ii) Όμοια το τετράπλευρο ΒΒ΄Δ΄Δ είναι τραπέζιο και η ΟΟ΄ είναι η διάμεσος του, οπότε 
θα ισχύει: 

΄ ΄
΄ ΄ 2 ΄ ΄ 2 4 2 ΄ 6

2

 
            . 

 
 

β) Συγκρίνοντας τα ΄


 και ΄


 έχουμε: 
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ί έ

΄ ΄ ό ά ΄ / / ΄ ΄ ΄ ΄ ΄

΄ ΄ ή

   

 

    

           

    

. 

Όμοια για τα ΄


 και ΄


 έχουμε ότι:  

΄ ΄ ΄ ΄
 

    . 

 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ :Για τα αi), αii) ερωτήματα χρησιμοποιούμε το θεώρημα I στη σελ. 112  
Για το β) ερώτημα χρησιμοποιούμε το 2ο κριτήριο ισότητας ορθ. τριγώνων στη σελ. 44. 
Παρόμοια άσκηση βιβλίου : α) Αποδ. 10 /σελ. 115, β) Εμπ. 3/σελ. 43. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_2809)     
Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του ΒΚ και ΓΛ, τα οποία τέμνονται 
στο Ι. Αν Μ και Ν τα μέσα των ΒΙ και ΓΙ αντίστοιχα, να αποδείξετε: 
α) Το τρίγωνο ΒΙΓ είναι ισοσκελές.    

             (Μονάδες 5) 
β) Τα τρίγωνα ΒΙΛ και ΓΙΚ είναι ίσα.  

              (Μονάδες 5) 
γ) Το ΑΙ προεκτεινόμενο διέρχεται από το μέσο της πλευράς ΒΓ. 

           (Μονάδες 5) 
δ) Το τετράπλευρο ΜΛΚΝ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.  

         (Μονάδες 10) 

 
 
ΛΥΣΗ :  
α) Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΚΓ και ΒΛΓ τα οποία έχουν:  
 

0

ή ά
έ

60
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β) Επειδή έ


   , επίσης,
 

    

άρα, 
        

 
Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΒΙΛ και ΓΙΚ έχουμε τα εξής: 

 
 

ί

ί

( ή )

 

 

        

   

 

 
γ) Επειδή το Ι αποτελεί σημείο τομής των υψών του ΑΒΓ, τότε το Ι είναι το ορθόκεντρο 
του. Άρα το ΑΙ αποτελεί το τρίτο ύψος του τριγώνου ΑΒΓ. Όμως το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
ισόπλευρο, οπότε το ΑΙ είναι ταυτόχρονα και διάμεσος, δηλαδή το ΑΙ προεκτεινόμενο 
διέρχεται από το μέσο της πλευράς ΒΓ. 
 
δ) Τα ΒΚ και ΓΛ είναι ύψη και διάμεσοι του τριγώνου ΑΒΓ. Στο τρίγωνο ΑΙΒ έχουμε, 

έ
/ /

έ 2

   
  

 

Στο τρίγωνο ΑΙΓ έχουμε,  
 

έ
/ /

έ 2

   
  

 

άρα  

 / / / 1     

Επίσης  
 

(2)

      

 

Οπότε από  

   1 2 ί ώ ό       . 

 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ :Για τα α) ερώτημα χρησιμοποιούμε το θεώρημα I στη σελ. 44  
Για το β) ερώτημα χρησιμοποιούμε το 1ο κριτήριο ισότητας ορθ. τριγώνων στη σελ. 43. 
Για το γ) ερώτημα χρησιμοποιούμε το θεώρημα Ι στη σελ. 104. 
Για το δ) ερώτημα χρησιμοποιούμε το κριτήριο ΙΙ στη σελ. 101. 
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Παρόμοια άσκηση βιβλίου : α) Εμπ. 1 /σελ. 48, β) Εμπ. 3/σελ. 43 γ) Εμπ. 1,2,3/σελ. 111, 
δ) Εμπ. 2/σελ. 103. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_2810)     
Δίνεται το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ που είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο με κέντρο 
Ο και ακτίνα ρ. Τα τμήματα ΓΖ και ΒΖ είναι τα εφαπτόμενα τμήματα του κύκλου 
στα σημεία Γ και Β αντίστοιχα. Αν το τμήμα ΘΗ είναι κάθετο στο τμήμα ΑΖ στο 
Ζ, να αποδείξετε ότι:  
α) Το τρίγωνο ΖΒΓ είναι ισόπλευρο.  

              (Μονάδες 7) 
β)  Το τετράπλευρο ΑΓΖΒ είναι ρόμβος.  

              (Μονάδες 8) 
γ) Το τετράπλευρο ΒΓΗΘ είναι τραπέζιο, με ΒΘ = ΒΖ και ΘΗ = 2ΒΓ.       

    (Μονάδες 10) 

 
 
ΛΥΣΗ  

 

α) Στο ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε ότι η 060


 είναι εγγεγραμμένη στο 


 . Άρα 

η αντίστοιχη επίκεντρη γωνία 0120


  .Οπότε στο τετράπλευρο ΟΒΖΓ θα έχουμε: 

0 0 0 0 0 0360 360 90 120 90 60
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Επιπλέον τα ΒΖ και ΖΓ είναι ίσα μεταξύ τους (εφαπτόμενα τμήματα από το ίδιο 

σημείο), οπότε:   ό


  . 

 

β) Επειδή ό


   ,οπότε το ΑΓΖΒ θα είναι 

παραλληλόγραμμο (απέναντι πλευρές ίσες) αλλά και ρόμβος (διαδοχικές πλευρές ίσες). 
 
γ) Έχουμε   

 
 

. ό ί ά
/ / έ

ό

         
   

 

Επίσης  

 

 

0

0

0

/ / 60 ό ό ά
60

/ / 60 ό ό ά

 


 

           
        

 

Άρα  

ό


       . 

Επιπλέον θα ισχύει  

 1     . 

Όμοια  

 ό 2
         

  
 

Άρα  
   1 , 2

2   . 

 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ :Για τα α) ερώτημα χρησιμοποιούμε το θεώρημα ΙΙ, στη σελ. 62 και τη 
σχέση για το άθροισμα γωνιών πολυγώνου, στη σελ.85.  
Για το β) ερώτημα χρησιμοποιούμε τις ιδιότητες ρόμβου, στη σελ. 101. 
Για το γ) ερώτημα χρησιμοποιούμε τον ορισμό τραπεζίου, στη σελ. 112. 
Παρόμοια άσκηση βιβλίου : α) Αποδ. 1,2,3 /σελ. 63, β) Εμπ. 4/σελ. 103, Αποδ. 1/σελ. 
104.  
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3691)    
Οι κύκλοι (Κ, ρ) και (Λ, 3ρ) εφάπτονται εξωτερικά στο σημείο Α. Μια ευθεία ε 
εφάπτεται εξωτερικά και στους δύο κύκλους στα σημεία Β και Γ αντίστοιχα και 
τέμνει την προέκταση της διακέντρου ΚΛ στο σημείο Ε. Φέρουμε από το σημείο Κ 
παράλληλο τμήμα στην ε που τέμνει το τμήμα ΛΓ στο Δ. 
α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΔΚ είναι ορθογώνιο.   

          (Μονάδες 9) 
β) Να αποδείξετε ότι η γωνία ΔΚΛ είναι 30ο .  

             (Μονάδες 8) 
γ) Να αποδείξετε ότι το τμήμα ΕΛ=6ρ, όπου ρ η ακτίνα του κύκλου (Κ, ρ). 
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    (Μονάδες 8) 

 
 
ΛΥΣΗ  

 
α) Επειδή ΒΚ και ΓΛ είναι οι ακτίνες των δύο κύκλων, τότε θα έχουμε ότι οι ΒΚ και 

ΓΛ θα είναι κάθετες στην ε, άρα 090
 

 . Επίσης ισχύει ΒΚ//ΓΛ και ΒΓ//ΚΔ 

(υπόθεση), οπότε ΒΓΔΚ είναι παρ/μο με 090
 

 , επομένως είναι ορθογώνιο. 

 
β) Επειδή το ΒΓΔΚ είναι ορθογώνιο, τότε ΒΚ=ΓΔ=ρ, άρα 

3 2     . 

 
Όμως η διάκεντρος ΚΛ είναι   

3 4      , 

δηλαδή έχουμε   

2


 . 

Άρα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΚΔΛ, μια κάθετη είναι μισή της υποτείνουσας, οπότε η 

απέναντι οξεία γωνία είναι 30ο , δηλαδή 030


 . 

 

γ) Επειδή 030


 και 090


 ,τότε 

0 0 0 0 0180 180 90 30 60
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Άρα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΚ έχουμε ότι 030


  .  

Οπότε  

2 2
2


      . 

Άρα 
2 4 6      . 

 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ :Για τα α) ερώτημα χρησιμοποιούμε τον ορισμό του ορθογωνίου στη 
σελ. 100 . Για το β) και γ) ερώτημα χρησιμοποιούμε το πόρισμα στη σελ. 110. Παρόμοια 
άσκηση βιβλίου : α) Εμπ. 1 /σελ. 103, β) Εμπ. 4/σελ. 111  
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3693)    

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( 0Α 90


 ) και η διχοτόμος του ΒΔ. Από το Δ 

φέρουμε ΔΕ ΒΓ και ονομάζουμε Ζ το σημείο στο οποίο η ευθεία ΕΔ τέμνει την 

προέκταση της ΒΑ. 
Να αποδείξετε ότι: 
α) Το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές. 

               (Μονάδες 6) 
β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΕΖ είναι ίσα.  

              (Μονάδες 6) 
γ) Η ευθεία ΒΔ είναι μεσοκάθετη των τμημάτων ΑΕ και ΖΓ.  

           (Μονάδες 6) 
δ) Το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι ισοσκελές τραπέζιο.   

           (Μονάδες 7) 

 
ΛΥΣΗ  

 
α) Συγκρίνω τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΔΕ οπότε: 

 

ή ά
έ

.
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β) Συγκρίνω τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΕΖ, οπότε: 

0

.

ή

90



  

 

    
 


 



 

γ) Επειδή


 ισοσκελές, τότε ΒΔ που είναι διχοτόμος αποτελεί και το ύψος και την 

διάμεσο στο 


 , οπότε η ΒΔ αποτελεί την μεσοκάθετη της ΑΕ.  
Όμοια  

έ
  

  , 

οπότε η ΒΔ που είναι διχοτόμος θα αποτελεί και ύψος και διάμεσος του 


 , οπότε η 
ΒΔ είναι μεσοκάθετη της ΖΓ. 
 
δ) Έχω ότι  

 / / έ 1


  
 

Επίσης έχουμε ότι 
 

 2

 

 

Άρα από   

   1 , 2 . έ     

 
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ :Για τα α) ερώτημα χρησιμοποιούμε το θεώρημα Ι, στη σελ. 44.  
Για το β) ερώτημα χρησιμοποιούμε τα κριτήρια ισότητας ορθ. τριγ., στη σελ. 44. 
Για το γ) ερώτημα χρησιμοποιούμε το Πόρισμα I, στη σελ. 45. 
Για το δ) ερώτημα χρησιμοποιούμε τον ορισμό του ισοσκελούς τραπεζίου, στη σελ. 113. 
Παρόμοια άσκηση βιβλίου : α) Αποδ. 1 /σελ. 48, β) Εμπ. 2/σελ. 48, δ) Εμπ 2/σελ. 115.  
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3697)   
α)Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο με κορυφές τα μέσα πλευρών ισοσκελούς τριγώνου 
είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 8 
β)Να διατυπώσετε και να αποδείξετε ανάλογη πρόταση για  
i) Ισόπλευρο τρίγωνο.  

Μονάδες 8 
ii) Ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο. 

Μονάδες 9 

 
ΛΥΣΗ 
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α)Τα σημεία Δ και Ζ είναι τα μέσα των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, επομένως είναι 
A

Z / /
2


  , όμοια είναι τα σημεία Ζ και Ε μέσα των πλευρών του ίδιου τριγώνου 

επομένως είναι 
AB

ZE / /
2

 , αφού είναι ΑΒ = ΑΓ από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει 

ότι ΔΖ = ΕΖ, δηλαδή το τρίγωνο με κορυφές τα μέσα των πλευρών ισοσκελούς 
τριγώνου είναι ισοσκελές. 

 
άρα «τα μέσα ισοσκελούς τριγώνου είναι ισοσκελές τρίγωνο».  
 
β) i) Όμοια αποδεικνύεται ότι ΔΖ = ΖΕ = ΔΕ = α/2, όπου ΑΒ = ΑΓ = ΒΓ = α, άρα «τα 
μέσα ισόπλευρου τριγώνου είναι ισόπλευρο τρίγωνο».  
 
ii) Από (α) ερώτημα έχουμε ότι το ΔΖΕ είναι ισοσκελές τρίγωνο ως μέσα ισοσκελούς 
τριγώνου. Οι ευθείες ΑΒ και ΑΓ τέμνονται κάθετα, άρα και οι παράλληλες ευθείες τους 
ΖΕ και ΔΖ αντίστοιχα  θα τέμνονται κάθετα, οπότε η γωνία ΔΖΕ είναι ορθή και το 
τρίγωνο ΔΖΕ είναι ορθογώνιο. 
Επομένως,  
«τα μέσα ισοσκελούς και ορθογώνιου τριγώνου σχηματίζουν ορθογώνιο και ισοσκελές 
τρίγωνο».  
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3698)  

Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με oˆ ˆA 90   , ΔΓ = 2ΑΒ και ˆ ˆB 3  . Από το Β φέρνουμε 
την κάθετη στη ΓΔ που τέμνει την ΑΓ στο σημείο Κ  και την ΓΔ στο Ε. Επίσης 
φέρνουμε την ΑΕ που τέμνει την ΒΔ στο σημείο Λ. 
Να αποδείξετε ότι:  

α) oˆ 45   
Μονάδες 8 

β) B AE   
Μονάδες 8 

γ)
1

K
4
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Μονάδες 8 

 
ΛΥΣΗ 
α) Αφού είναι ΑΒ // ΒΓ, τότε  

ˆ ˆB 3
o o o oˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB 180 3 180 4 180 45

 

             

 
β) Αφού είναι ΒΕ  ΓΔ και 

oˆ ˆA 90   το τετράπλευρο 
ΑΒΕΔ έχει τρεις ορθές γωνίες, 
συνεπώς είναι ορθογώνιο και 
οι διαγώνιες του είναι ίσες, 
δηλαδή ΒΔ = ΑΕ 

γ) Αν ονομάσουμε ΑΒ = α , τότε ΓΔ = 2ΑΒ = 2α και από το ορθογώνιο ΑΒΕΔ έχουμε 
ότι ΔΕ = ΑΒ = α, επομένως θα είναι ΕΓ = α.. Το τετράπλευρο ΑΒΓΕ έχει ΑΒ = // ΓΕ 
συνεπώς είναι παραλληλόγραμμο, και το σημείο Κ είναι το κέντρο του άρα το Κ είναι 
το μέσο της ΑΓ, ακόμα το σημείο Λ είναι το μέσο της ΑΕ εφόσον και το Λ είναι το 
κέντρο του ορθογωνίου ΑΒΕΔ. Δηλαδή τα σημεία  Λ, Κ στο τρίγωνο ΕΑΓ συνδέουν τα 

μέσα των πλευρών του ΑΕ και ΑΓ, τότε 
1

K
4

    . 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3699)  
Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Αν τα σημεία Ε και Ζ είναι τα μέσα των πλευρών 
του ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι: 
α) Το τετράπλευρο ΔΕΒΖ είναι παραλληλόγραμμο  

Μονάδες 8 

β) ˆ ˆAE BZ    
Μονάδες 8 

γ) Οι ΔΕ και ΒΖ διχοτομούν τη διαγώνιο ΑΓ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 
Μονάδες 9 

 
ΛΥΣΗ 
α) Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο και τα σημεία Ε και Ζ είναι τα μέσα 
των δύο παραλλήλων πλευρών του, επομένως έχουμε: 

AB
AB / / / / / /

2 2


         

επομένως και το τετράπλευρο ΔΕΒΖ είναι επίσης παραλληλόγραμμο.  
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β) Αφού είναι ΑΒ // ΓΔ τότε  
ˆ ˆAE          (1)  

ως εντός εναλλάξ και από το 
παραλληλόγραμμο ΔΕΒΖ είναι  
ΔΕ // ΒΖ επομένως έχουμε  

ˆˆ BZ         (2) 
Από τις σχέσεις (1) και (2) 

προκύπτει ότι ˆ ˆAE BZ    

 
γ)  Τα τρίγωνα ΑΕΜ και ΖΝΓ έχουν: ΑΕ = ΖΓ ως μισά των ίσων πλευρών του 

παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, ˆ ˆAE BZ    από το β ερώτημα και ˆ ˆAEM NZ   ως εντός 
εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ και ΓΔ που τέμνονται από την διαγώνιο ΑΓ. Άρα τα 
τρίγωνα είναι ίσα από όπου προκύπτει ότι ΑΜ = ΝΓ  (1)  
 
Επιπλέον στο τρίγωνο ΑΒΝ το σημείο Ε είναι το μέσο της ΑΒ και ΕΜ // ΒΝ από το 
παραλληλόγραμμο ΔΕΒΖ άρα και το σημείο Μ είναι το μέσο του ΑΝ, δηλαδή                       
ΑΜ = ΜΝ  (2).  
 
Τέλος από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ΑΜ = ΜΝ  = ΝΓ, δηλαδή oι ΔΕ και ΒΖ 
διχοτομούν τη διαγώνιο ΑΓ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3700)  

Στο ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι ˆ 30   και Ο το κέντρο του. 

Φέρουμε ΔΕ  ΑΓ.  

α) Να αποδείξετε ότι η γωνία ˆ  χωρίζεται από τη ΔΕ και τη διαγώνιο ΔΒ σε 
τρεις ίσες γωνίες. 

Μονάδες 13 
β) Φέρουμε κάθετη στη ΑΓ στο σημείο Ο η οποία τέμνει την προέκταση της ΑΔ 
στο Ζ. Να δείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΖΟ και ΑΒΓ είναι ίσα. 

Μονάδες 12 

 
ΛΥΣΗ 
α) Από το ορθογώνιο ΑΒΓΔ έχουμε  

AB
2 2

 
       

 δηλαδή το τρίγωνο ΔΟΓ είναι ισοσκελές τότε ˆ 30    (1) 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ είναι ˆ 30  , και η ΔΟ διάμεσός του τότε  

ΑΔ = 
2


     

Συνεπώς το τρίγωνο ΑΟΔ είναι ισόπλευρο, τότε το ύψος του ΔΕ είναι και διχοτόμος 

του,άρα ˆ ˆ    =30ο    (2) 
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Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι ˆ ˆ  = ˆ 30  , δηλαδή η γωνία 

ˆ  χωρίζεται από τη ΔΕ και τη διαγώνιο ΔΒ σε τρεις ίσες γωνίες. 
 

β) Τα τρίγωνα ΑΖΟ και ΑΒΓ είναι ορθογώνια γιατί η ˆAOZ = 90ο από κατασκευή και 
ˆA = 90ο εφόσον το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο. Επιπλέον έχουν την γωνία Â   κοινή 

και είναι ΑΔ = ΑΟ εφόσον το τρίγωνο ΑΟΔ είναι ισόπλευρο (α ερώτημα), άρα τα 
τρίγωνα είναι ίσα. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3701) 
Έστω ότι Ε και Ζ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΓΔ παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΔ αντίστοιχα. Αν για το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ επιπλέον ισχύει ΑΒ > ΑΔ, να 
εξετάσετε αν είναι αληθείς ή όχι οι ακόλουθοι ισχυρισμοί: 
Ισχυρισμός 1: Το τετράπλευρο ΔΕΒΖ είναι παραλληλόγραμμο. 

Ισχυρισμός 2: ˆ ˆAE BZ    

Ισχυρισμός 3: Οι ΔΕ και ΒΖ είναι διχοτόμοι των απέναντι γωνιών ̂  και B̂ . 
α) Στη περίπτωση που θεωρείτε ότι κάποιος ισχυρισμός είναι αληθής να τον 
αποδείξετε. 

Μονάδες 16 
β)Στην περίπτωση που κάποιος ισχυρισμός δεν είναι αληθής, να βρείτε τη σχέση 
των διαδοχικών πλευρών του παραλληλογράμμου ώστε να είναι αληθής. Να 
αιτιολογήστε την απάντησή σας. 

Μονάδες 9 

 
ΛΥΣΗ 
α) Ισχυρισμός 1: «Αληθής» Πράγματι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο 
και τα σημεία Ε και Ζ είναι τα μέσα των δύο παραλλήλων πλευρών του, επομένως 

έχουμε: 
AB

AB / / / / / /
2 2


        ,  επομένως και το τετράπλευρο 

ΔΕΒΖ είναι επίσης παραλληλόγραμμο.  
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Ισχυρισμός 2: «Αληθής» 
Πράγματι,  αφού είναι ΑΒ // ΓΔ 

τότε   ˆ ˆAE          (1)  
ως εντός εναλλάξ και από το 
παραλληλόγραμμο ΔΕΒΖ είναι  
ΔΕ // ΒΖ επομένως έχουμε  

ˆˆ BZ         (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι ˆ ˆAE BZ    
 
β)Ισχυρισμός 3: «Ψευδής για κάθε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Ε και Ζ μέσα των 
παραλλήλων πλευρών του ΑΒ και ΓΔ και ΑΒ > ΑΔ»  

Αν υποθέσουμε ότι οι ΔΕ και ΒΖ είναι διχοτόμοι των απέναντι γωνιών ̂  και B̂  τότε 

θα είχαμε: 1
ˆ ˆ   . Όμως είναι ˆˆ AE  , άρα θα είναι και 1

ˆ ˆAE   , δηλαδή το 

τρίγωνο ΔΑΕ είναι ισοσκελές, επομένως θα έπρεπε να είναι ΑΔ = ΑΕ = 
AB

2
. Η 

τελευταία σχέση, εφόσον ΑΔ < ΑΒ μπορεί να είναι αληθής ή ψευδής για οποιοδήποτε 
παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. 
Με βάση τα παραπάνω ο ισχυρισμός 3  καθίσταται αληθής πρόταση εφόσον το 
παραλληλόγραμμο έχει την μια πλευρά του διπλάσια της άλλης. 
 
ΣΧΟΛΙΟ 
Η εκφώνηση είναι ασαφής, ζητείται αν ο τρίτος ισχυρισμός είναι αληθής ή ψευδής, όμως 
οι ΔΕ και ΒΖ άλλοτε είναι διχοτόμοι των απέναντι γωνιών του παραλληλογράμμου και 
άλλοτε δεν είναι. Με άλλα λόγια ο τρίτος ισχυρισμός δεν είναι μαθηματική πρόταση γιατί 
δεν μπορεί να χαρακτηριστεί με σαφήνεια αν είναι αληθής ή ψευδής.  
Πρόταση: να αναδιατυπωθεί το ερώτημα ως εξής:  
« Για οποιοδήποτε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ, οι ΔΕ και ΒΖ είναι διχοτόμοι των απέναντι 

γωνιών ̂  και B̂ » 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3702)                                                                  
Έστω ότι Ε και Ζ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΓΔ παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΔ αντίστοιχα. Αν για το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ επιπλέον ισχύουν ΑΒ > ΑΔ 
και γωνία Α αμβλεία, να εξετάσετε αν είναι αληθείς οι ακόλουθοι ισχυρισμοί: 
Ισχυρισμός 1: Το τετράπλευρο ΔΕΒΖ είναι παραλληλόγραμμο. 
Ισχυρισμός 2: Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΖ είναι ίσα. 
Ισχυρισμός 3: Τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΖ είναι ισοσκελή. 
α) Στη περίπτωση που θεωρείτε ότι κάποιος ισχυρισμός είναι αληθής να τον 
αποδείξετε. 

Μονάδες 16 
β) Στην περίπτωση που κάποιος ισχυρισμός δεν είναι αληθής, να βρείτε τη σχέση 
των διαδοχικών πλευρών του παραλληλογράμμου ώστε να είναι αληθής. Να 
αιτιολογήστε την απάντησή σας. 

Μονάδες 9 
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ΛΥΣΗ 
α) Ισχυρισμός1: «Αληθής»Πράγματι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο 
και τα σημεία Ε και Ζ είναι τα μέσα των δύο παραλλήλων πλευρών του, επομένως 
έχουμε:  

AB
AB / / / / / /

2 2


        , 

επομένως και το τετράπλευρο ΔΕΒΖ είναι επίσης παραλληλόγραμμο.  

 
Ισχυρισμός 2: «Αληθής»Πράγματι τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΖ έχουν: ΑΔ = ΒΓ αφού το 

ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο, ˆ ˆA    για τον ίδιο λόγο και  
ΑΕ = ΓΖ ως μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και ΓΔ του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. 
Επομένως τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΖ είναι ίσα. 
 
β) Ισχυρισμός 3: «Ψευδής για κάθε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Ε και Ζ μέσα των 
παραλλήλων πλευρών του ΑΒ και ΓΔ, γωνία Α αμβλεία και ΑΒ > ΑΔ»  

Αν υποθέσουμε ότι το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές, τότε θα είχαμε ΑΔ = ΑΕ = 
AB

2
 

Η τελευταία σχέση, εφόσον ΑΔ < ΑΒ μπορεί να είναι αληθής ή ψευδής για 
οποιοδήποτε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Με βάση τα παραπάνω ο ισχυρισμός 3  
καθίσταται αληθής πρόταση εφόσον το παραλληλόγραμμο έχει την μια πλευρά του 
διπλάσια της άλλης. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3703)                                                                
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Προεκτείνουμε το ύψος του ΑΗ κατά τμήμα ΗΔ = ΑΗ και 
τη διάμεσό του ΑΜ κατά τμήμα ΜΕ = ΑΜ. 
Να αποδείξετε ότι:  
α)  ΑΒ = ΒΔ = ΓΕ 

Μονάδες 8 

β) ˆ ˆB B E     
Μονάδες 8 

γ) Το τετράπλευρο ΒΓΕΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 
Μονάδες 9 

 
ΛΥΣΗ 
α)Στο τρίγωνο ΑΒΔ η ΒΗ είναι διάμεσος και ύψος, επομένως το τρίγωνο ΑΒΔ είναι 
ισοσκελές, τότε θα είναι ΑΒ = ΒΔ    (1) 
Επιπλέον τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΓΜΕ έχουν:  
ΑΜ = ΜΕ από υπόθεση,  
ΒΜ = ΜΓ αφού η ΑΜ είναι διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ και  
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ˆ ˆAMB ME  ως κατά κορυφήν γωνίες.  
Επομένως τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΓΜΕ είναι ίσα, άρα ΑΒ = ΓΕ    (2) 
Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι ΑΒ = ΒΔ = ΓΕ. 
 

β)  Είναι ˆ ˆB AB     γιατί η ΒΗ είναι και διχοτόμος του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΔ 

 
Επιπλέον ˆ ˆAB B E    από την ισότητα των τριγώνων ΑΒΜ και ΓΜΕ, επομένως θα 

είναι και ˆ ˆB B E    . 
 
γ)Στο τρίγωνο ΔΑΕ τα σημεία Η και Μ είναι από υπόθεση τα μέσα των πλευρών του 

ΑΔ και ΑΕ, τότε έχουμε ΗΜ = // 
E

2


 ή ΒΓ // ΔΕ, επομένως το τετράπλευρο ΒΓΕΔ 

είναι τραπέζιο, επιπλέον είναι ˆ ˆB B E     από το β ερώτημα, επομένως το τραπέζιο 
ΒΓΕΔ είναι ισοσκελές. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3704)                                                              
Έστω ε1, ε2 δύο κάθετες ευθείες που τέμνονται στο Ο και τυχαίο σημείο Μ του 
επιπέδου που δεν ανήκει στις ευθείες 
α) Αν Μ1 είναι το συμμετρικό του Μ ως προς την ε1 και Μ2 το συμμετρικό του Μ1 
ως προς την ε2, να αποδείξετε ότι: 
Ι.       ΟΜ = ΟΜ1 

Μονάδες 6 
ΙΙ.      Τα σημεία Μ, Ο και Μ2 είναι συνευθειακά. 

Μονάδες 8 
ΙΙΙ     Το τρίγωνο ΜΜ1Μ2 είναι ορθογώνιο. 

Μονάδες. 6 
β)   Αν το Μ3 είναι το συμμετρικό σημείο του Μ2 ως προς την ε1, τι είδους 
παραλληλόγραμμο είναι το ΜΜ1Μ2Μ3; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 5 

 
ΛΥΣΗ 
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α) Ι.Επειδή το σημείο Μ1 είναι το συμμετρικό του Μ ως προς την ε1, τότε αυτή είναι 
μεσοκάθετος του ευθυγράμμου τμήματος ΜΜ1, άρα ΟΜ = ΟΜ1 
 
ΙΙ.Λόγω της συμμετρίας και η ευθεία ε2 είναι μεσοκάθετος του ευθυγράμμου τμήματος 
Μ1Μ2, επομένως τα τρίγωνα ΜΟΜ1 και Μ1ΟΜ2 είναι ισοσκελή. 
Τα ύψη των ισοσκελών τριγώνων είναι και διχοτόμοι επομένως έχουμε τις ισότητες των 

γωνιών: 1 2
ˆ ˆO O  και 3 4

ˆ ˆO O  

Όμως o o o
2 3 2 3 2 2 3 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆO O 90 2O 2O 180 O O O O 180           και λόγω των 

παραπάνω σχέσεων έχουμε: o
1 2 3 4

ˆ ˆ ˆ ˆO O O O 180     που σημαίνει ότι η ΜΟΜ2 είναι 

ευθεία, δηλαδή τα σημεία Μ, Ο και Μ2 είναι συνευθειακά. 
 
ΙΙΙ. Από τα ισοσκελή τρίγωνα ΜΟΜ1 και Μ1ΟΜ2 έχουμε ότι ΟΜ1 = ΟΜ = ΟΜ2 

δηλαδή ΟΜ1 = 2MM

2
 και η ΟΜ1 είναι διάμεσος του τριγώνου ΜΜ1Μ2, άρα  το 

τρίγωνο αυτό είναι ορθογώνιο στο Μ1. 
 
β)Με όμοιο τρόπο όπως στο α) ΙΙ ερώτημα τα σημεία Μ3, Ο και Μ1 είναι επίσης 
συνευθειακά και το τρίγωνο ΟΜ2Μ3 είναι ισοσκελές, επομένως έχουμε: 
ΟΜ3 = ΟΜ2 = ΟΜ1 = ΟΜ, συνεπώς στο τετράπλευρο ΜΜ1Μ2Μ3 οι διαγώνιες του 
διχοτομούνται και είναι ίσες, άρα είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3705)                                                       
Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ και έξω από αυτό, κατασκευάζουμε τέσσερα ισόπλευρα 
τρίγωνα ΑΒΕ, ΒΓΖ, ΓΔΗ, ΔΑΘ. 
α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι ρόμβος. 

Μονάδες 15  
β) Αν το αρχικό τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο, τότε το ΕΖΗΘ τι είδους 
παραλληλόγραμμο είναι; Δικαιολογήστε την απάντησή σας. 

Μονάδες 15 

 
ΛΥΣΗ 
α)Τα τρίγωνα ΘΔΗ, ΗΓΖ, ΖΒΕ και ΘΑΕ έχουν ΔΗ = ΗΓ = ΒΕ = ΑΕ από τα 
σχηματιζόμενα ίσα ισόπλευρα τρίγωνα, ΔΘ = ΓΖ = ΒΖ = ΔΑ από τα σχηματιζόμενα ίσα 
ισόπλευρα τρίγωνα και μεταξύ των ίσων πλευρών η περιεχόμενη αμβλεία γωνία  σε 
κάθε τρίγωνο είναι ίση με  

φ = 360ο – (90ο + 60ο + 60ο) 
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αφού το ορθογώνιο τρίγωνο έχει ορθές γωνίες και τα ισόπλευρα γωνίες ίσες με 60ο η 
κάθε μία.  
Επομένως τα τρίγωνα είναι ίσα, τότε θα είναι ΘΗ = ΗΖ = ΖΕ = ΘΕ, συνεπώς το 
τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι ρόμβος. 

 
 
β) Αν το αρχικό τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο, τότε τα ίσα τρίγωνα ΘΔΗ, ΗΓΖ, 

ΖΒΕ και ΘΑΕ θα είναι ισόπλευρα, και η γωνία ̂  θα είναι ίση με:  

360ο – 90 ο – 60ο – 60ο = 150ο 

 
Στην περίπτωση αυτή η γωνία ˆH καθώς και η γωνία ΑΘΕ είναι ίσες με  

o o
o180 150

15
2


 , άρα η γωνία ˆE H  είναι ίση με 15ο + 60ο + 15ο = 90ο. 

Όμοια και οι υπόλοιπες γωνίες του τετραπλεύρου ΕΖΗΘ είναι ορθές και το 
τετράπλευρο αυτό είναι τετράγωνο. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3706)                                                       
Θεωρούμε ευθεία (ε) και δύο σημεία Α και Β εκτός αυτής, τα οποία βρίσκονται στο 
ίδιο ημιεπίπεδο σε σχέση με την (ε) έτσι ώστε, η ευθεία ΑΒ να μην είναι κάθετη 
στην (ε). Έστω Α΄ και Β΄ τα συμμετρικά σημεία των Α και Β αντίστοιχα ως προς 
την ευθεία (ε). 
α) Αν η μεσοκάθετος του ΑΒ τέμνει την ευθεία (ε) στο σημείο Κ, να αποδείξετε ότι 
το Κ ανήκει και στην μεσοκάθετο του Α΄Β΄. 
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Μονάδες 10 
β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΒ΄Α΄ είναι τραπέζιο. 

Μονάδες 8  
γ) Να βρείτε τη σχέση των ευθειών ΑΒ και της ευθείας (ε) ώστε το τετράπλευρο 
ΑΒΒ΄Α΄ να είναι ορθογώνιο. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 7 

 
ΛΥΣΗ 
α) Εφόσον το σημείο Κ ανήκει στη μεσοκάθετο δ του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ είναι 
ΚΑ = ΚΒ     (1) 

 
Επειδή τα σημεία Α΄ και Β΄ είναι συμμετρικά των Α και Β ως προς την ευθεία (ε) είναι 
ΚΑ = ΚΑ΄ και ΚΒ = ΚΒ΄, τότε η σχέση (1) γράφεται ΚΑ΄= ΚΒ΄ δηλαδή το σημείο Κ 
ανήκει και στην μεσοκάθετο δ΄ του ευθυγράμμου τμήματος Α΄Β΄. 
 
β) Είναι ΑΑ΄// ΒΒ΄ γιατί τα τμήματα αυτά είναι κάθετα στην ευθεία (ε), συνεπώς το 
τετράπλευρο ΑΒΒ΄Α΄ είναι τραπέζιο. 
 
γ) Είναι ΑΑ΄// ΒΒ΄, επομένως για να είναι το τετράπλευρο ΑΒΒΆ΄ ορθογώνιο θα 
πρέπει να είναι ΑΒ // Α΄Β΄ και να έχει μια γωνία ορθή.  

 
Πράγματι αν είναι ΑΒ // (ε) τότε λόγω συμμετρίας θα είναι και Α΄Β΄// (ε), επομένως 

έχουμε ότι ΑΒ / / Α΄Β΄. Επιπλέον είναι oˆBAA 90   γιατί η ΑΑ΄ είναι κάθετη στην (ε) 
άρα κάθετη και στην παράλληλή της ΑΒ. Επομένως το τετράπλευρο ΑΒΒΆ΄ είναι 
ορθογώνιο αν  είναι ΑΒ / / (ε). 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_3709)                                                                  
Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ // ΓΔ) με τη γωνία Γ ίση με 30ο και έστω Κ, Λ τα μέσα 
των διαγώνιων του. Οι μη παράλληλες πλευρές του ΔΑ και ΓΒ προεκτεινόμενες 
τέμνονται κάθετα στο σημείο Ε. 
Να αποδείξετε ότι: 
α) ΑΒ = 2ΑΕ 

Μονάδες 10 
β) ΚΛ  = ΑΔ 

Μονάδες 10 
γ) Σε ποια περίπτωση το ΑΒΛΚ είναι παραλληλόγραμμο; Να αιτιολογήσετε την 
απάντησή σας. 

Μονάδες 5 

 
 
ΛΥΣΗ 

α)  Επειδή AB / /  θα είναι  00B ˆE A 3   , τότε στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΑΒ θα 
είναι  

AE 2AB
2


    . 

 
 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΕΓ είναι oˆ 30  , τότε  

2 E
2


       

Στο τραπέζιο ΑΒΓΔ είναι τα σημεία Κ και Λ μέσα των διαγώνιων του, επομένως 
έχουμε:  

AB 2 2
K

2 2
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γ) Το τετράπλευρο ΑΒΛΚ είναι παραλληλόγραμμο αν είναι ΑΒ = // ΚΛ. Όμως είναι σε 
κάθε περίπτωση ΑΒ // ΚΛ, επομένως αρκεί να είναι ΚΛ = ΑΒ. Από τα προηγούμενα 
ερωτήματα αρκεί να είναι ΑΔ = ΑΒ, δηλαδή για να είναι το τετράπλευρο ΑΒΛΚ 
παραλληλόγραμμο αρκεί η μια βάση του τραπεζίου να είναι ίση με μια μη παράλληλη 
πλευρά του. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3711)                                                            

Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( ̂ = 90ο) και το ύψος του ΑΗ. Έστω Δ και Ε 
τα συμμετρικά σημεία του Η ως προς τις ευθείες ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 
α) Να αποδείξετε ότι: 
Ι.   ΑΗ = ΑΔ = ΑΕ 

Μονάδες 6 
ΙΙ.   Η γωνία ΕΗΔ είναι ορθή. 

Μονάδες 6 
ΙΙΙ. Τα σημεία Ε, Α και Δ είναι συνευθειακά. 

Μονάδες 6 
β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΕΗΔ είναι ίσα; Αν ναι, να το αποδείξετε. Αν όχι, κάτω από 
ποιες αρχικές προϋποθέσεις θα μπορούσε να είναι ίσα; Να αιτιολογήσετε την 
απάντησή σας. 

Μονάδες 7 

 
ΛΥΣΗ 

 
α) Επειδή το σημείο Δ είναι το συμμετρικό του Η ως προς την ΑΒ, η ΑΒ είναι 
μεσοκάθετος του ευθυγράμμου τμήματος ΗΔ, επομένως είναι ΑΗ = ΑΔ. 
Αντίστοιχα η ΑΓ είναι μεσοκάθετος του ευθυγράμμου τμήματος ΕΗ επομένως είναι 
ΑΗ = ΑΕ.  
Τελικά προκύπτει ότι ΑΗ = ΑΔ = ΑΕ. 
 

β) Λόγω συμμετρίας έχουμε τις ισότητες 1 2
ˆ ˆ    και 3 4

ˆ ˆ   , επιπλέον έχουμε: 

2 3 2 3 2 2 3 3 1 2 3 4
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ90 2 2 180 180 180                      
όποτε τα σημεία Ε, Α και Δ είναι συνευθειακά. 
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γ)  Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΕΗΔ δεν είναι ίσα σε κάθε περίπτωση, αφού για παράδειγμα οι 
πλευρές τους ΑΒ και ΔΗ δεν είναι πάντοτε ίσες. Στα τρίγωνα όμως αυτά ισχύουν οι 

ισότητες ˆ ˆAB    και ˆ ˆ   γιατί είναι ζεύγη οξειών γωνιών με πλευρές 

κάθετες. Επιπλέον το τρίγωνο ΕΗΔ είναι ορθογώνιο στο Η γιατί ΕΗ  ΗΔ εφόσον και 
οι παράλληλές τους ΑΒ και ΑΓ είναι κάθετες. 
 
Για να είναι τα παραπάνω τρίγωνα ίσα πρέπει να έχουν ίσες και τις υποτείνουσες τους 
δηλαδή να είναι ΕΔ = ΒΓ.  
Όμως ΕΔ = 2ΑΗ αφού η ΑΗ είναι διάμεσος  του τριγώνου ΕΗΔ, άρα αρκεί να είναι και  

ΒΓ = 2ΑΗ 
2


   . 

Δηλαδή το ύψος ΑΗ του τριγώνου ΑΒΓ να είναι και διάμεσός του, που συμβαίνει μόνο 
όταν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι και ισοσκελές. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3713)                                                            

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ ˆ2   , και η διχοτόμος ΒΔ της γωνίας ̂ . Από το μέσο 
Μ της ΑΓ φέρνουμε παράλληλη στη διχοτόμο ΒΔ που τέμνει την  πλευρά ΒΓ στο 
Ν.                Να αποδείξετε ότι: 
α) Το τρίγωνο ΒΔΓ είναι ισοσκελές 

Μονάδες 5 
β) Το τρίγωνο ΜΝΓ είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 10 

γ)  ΑΝ  ΒΓ 
Μονάδες 10 

 
 
ΛΥΣΗ 

α)  Είναι 
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2
2


        , άρα το τρίγωνο ΒΔΓ είναι ισοσκελές. 
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β) Είναι ˆ ˆ   ως εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΒΔ και ΜΝ που 

τέμνονται από την ΒΓ και λόγω του ότι ˆ ˆ    είναι και ˆ ˆ   , οπότε το 
τρίγωνο ΜΝΓ είναι ισοσκελές. 
 
γ)  Στο τρίγωνο ΑΝΓ είναι  

ΝΜ = ΜΓ 
2


   ,  

γιατί το Μ είναι το μέσο της ΑΓ, άρα το τρίγωνο ΑΝΓ είναι ορθογώνιο στο Ν, τότε  

ΑΝ  ΒΓ. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3715)                                                            
Δίνονται οι ακόλουθες προτάσεις Π1 και Π2: 
Π1: Αν ένα παραλληλόγραμμο είναι ρόμβος, τότε οι αποστάσεις των απέναντι 
πλευρών του είναι ίσες. 
Π2: Αν οι αποστάσεις των απέναντι πλευρών ενός παραλληλογράμμου είναι ίσες, 
τότε το παραλληλόγραμμο είναι ρόμβος. 
α) Να εξετάσετε αν ισχύουν οι προτάσεις Π1και Π2 αιτιολογώντας πλήρως την 
απάντησή σας. 

Μονάδες 20 
β) Στην περίπτωση που και οι δύο προτάσεις ισχύουν, να τις διατυπώσετε ως μια 
ενιαία πρόταση. 

Μονάδες 5 

 
ΛΥΣΗ 
α) Για την πρόταση Π1, υποθέτουμε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ρόμβος και θα 
αποδείξουμε ότι οι αποστάσεις των απέναντι πλευρών του ΑΕ και ΑΔ είναι ίσες. 
Πράγματι τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΖ έχουν:  

ˆ ˆA    ως απέναντι γωνίες του ρόμβου ΑΒΓΔ και  
ΑΔ = ΑΒ ως διαδοχικές πλευρές του,  
άρα είναι ίσα, επομένως έχουν και ΑΕ = ΑΖ, δηλαδή οι αποστάσεις των απέναντι 
πλευρών του ρόμβου ΑΒΓΔ είναι ίσες. 
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Για την πρόταση Π2 υποθέτουμε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο με 
τις αποστάσεις των απέναντι πλευρών του ΑΕ και ΑΖ ίσες και θα αποδείξουμε ότι είναι 
ρόμβος.  
 
Πράγματι τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΕ και ΑΒΖ έχουν:  

ˆ ˆA    ως απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου και  
ΑΕ = ΑΖ από υπόθεση,  
άρα είναι ίσα, επομένως έχουν και ΑΔ = ΑΒ οπότε το παραλληλόγραμμο έχει δύο 
διαδοχικές πλευρές του ίσες, συνεπώς είναι ρόμβος. 
 
β) Ένα παραλληλόγραμμο είναι ρόμβος αν, και μόνο αν, οι αποστάσεις των απέναντι 
πλευρών του είναι ίσες.   
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3717)                                                            
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Κ, Λ τα μέσα των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ 
αντίστοιχα. α) Θεωρούμε τυχαίο σημείο Μ στο εσωτερικό του τριγώνου και Δ, Ε 
τα συμμετρικά του Μ ως προς τα Κ και Λ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΔΕ // ΒΓ. 

Μονάδες 15 
β) Στη περίπτωση που το σημείο Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ, και Δ, Ε τα 
συμμετρικά του Μ ως προς τα Κ και Λ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι τα σημεία Δ, 
Α και Ε είναι συνευθειακά. 

Μονάδες 10 

 
ΛΥΣΗ 
α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ τα σημεία Κ, Λ είναι τα μέσα των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ 
αντίστοιχα, επομένως είναι  

/ /
2


   ή ΚΛ / / ΒΓ 

Αντίστοιχα στο τρίγωνο ΔΜΕ τα σημεία Κ, Λ είναι επίσης μέσα των πλευρών του, 
αφού τα σημεία Δ, Ε είναι συμμετρικά του Μ ως προς τα σημεία Κ, Λ επομένως είναι  

E
/ /

2


   ή ΚΛ / / ΔΕ. 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι  ΔΕ // ΒΓ.   

 
 
β) Αν το σημείο Μ είναι το μέσο της ΒΓ, τότε  
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/ / / /
2


    ,  

επομένως το τετράπλευρο ΚΛΜΒ είναι παραλληλόγραμμο. 
Αφού το ΚΛΜΒ είναι παραλληλόγραμμο, τότε  

ΚΒ =// ΛΜ  ΑΚ = // ΛΜ άρα και το τετράπλευρο ΑΛΜΚ είναι παραλληλόγραμμο. 
 
Αφού το ΑΛΜΚ είναι παραλληλόγραμμο, τότε 

 ΚΜ = //ΑΛ  ΔΚ = // ΑΛ, άρα και το τετράπλευρο ΑΛΚΔ είναι παραλληλόγραμμο, 
τότε ΑΔ // ΚΛ      (1) 
 
Αντίστοιχα και το τετράπλευρο ΑΕΛΜ είναι παραλληλόγραμμο, τότε ΑΕ // ΚΛ   (2) 
 
Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε ότι τα σημεία Δ, Α και Ε είναι συνευθειακά, αφού 
από το σημείο Α μια μόνο παράλληλη διέρχεται προς την ΒΓ. 

 
 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3718)                                                            

Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ του παρακάτω σχήματος είναι ρόμβος. Θεωρούμε ΑΖ  ΓΔ 

και ΑΕ  ΓΒ. Να αποδείξετε ότι: 
α)  Το τρίγωνο ΖΑΕ είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 6 
β) Η ευθεία ΑΓ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΖΕ  

Μονάδες 9 
γ) Αν Μ και Ν τα μέσα των πλευρών ΑΔ και ΑΒ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το 
τετράπλευρο ΖΜΝΕ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

Μονάδες 10 

 
 
ΛΥΣΗ 
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α)  Τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΖΑ και ΒΕΑ έχουν ΑΔ = ΑΒ γιατί είναι διαδοχικές 

πλευρές του ρόμβου ΑΒΓΔ και ˆ ˆ    ως απέναντι γωνίες παραλληλογράμμου, 
επομένως είναι ίσα, τότε ΖΑ = ΑΕ, άρα το τρίγωνο ΖΑΕ είναι ισοσκελές. 

 
 

β)  Είναι από το α) ερώτημα ΑΖ = ΑΕ, επιπλέον έχουμε ΖΓ = ΓΕ ως διαφορά των ίσων 
τμημάτων ΓΔ και ΒΓ από τα ΖΔ και ΒΕ που προκύπτουν από την ισότητα των 
τριγώνων ΔΖΑ και ΒΕΑ. Έχουμε λοιπόν ότι τα σημεία Α και Γ ισαπέχουν από τα άκρα 
του τμήματος ΖΕ, άρα η ευθεία ΑΓ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΖΕ. 
γ)  Στο τρίγωνο ΑΒΔ τα σημεία Μ και Ν είναι μέσα των πλευρών του ΑΔ και ΑΒ 
αντίστοιχα, επομένως είναι ΜΝ // ΒΔ, συνεπώς το τετράπλευρο ΖΜΝΕ είναι τραπέζιο. 

Επιπλέον είναι ΜΖ = 
2


 ως διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα στο 

ορθογώνιο τρίγωνο ΑΖΔ, για τον ίδιο λόγο είναι και ΕΝ = 
2


. Όμως είναι ΑΔ = ΑΒ 

εφόσον το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ρόμβος, επομένως θα είναι και ΜΖ = ΕΝ, οπότε το 
τραπέζιο ΖΜΝΕ είναι ισοσκελές. 

 
Σχόλιο. 
Αν ο ρόμβος ΑΒΓΔ έχει την μικρή του διαγώνιο ίση με την πλευρά του το τρίγωνο ΑΓΔ 
είναι ισόπλευρο και το τετράπλευρο ΖΜΝΕ δεν είναι ισοσκελές. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3720)                                                            

Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ με ˆ 120  . Έστω ότι ΑΕ και ΑΖ είναι οι αποστάσεις του 
σημείου Α στις πλευρές ΓΔ και ΓΒ αντίστοιχα. 
α) Να αποδείξετε ότι: 
i. Τα σημεία Ε και Ζ είναι τα μέσα των πλευρών ΓΔ και ΓΒ αντίστοιχα. 

Μονάδες 8 

ii. ΑΓ  ΕΖ. 
Μονάδες 8 
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β) Αν Μ και Ν τα μέσα των πλευρών ΑΔ και ΑΒ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το 
τετράπλευρο ΕΜΝΖ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. 

Μονάδες 9 
 

 
 
ΛΥΣΗ 

α) i. Οι διαγώνιοι του ρόμβου διχοτομούν τις γωνίες του, συνεπώς ˆ ˆ  = 60ο, 
τότε τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΑΒΓ έχουν από δύο πλευρές ίσες και η μία γωνία τους είναι 
60ο, συνεπώς είναι ισόπλευρα, τότε τα ύψη τους ΑΕ και ΑΖ είναι και διάμεσοί τους, 
επομένως τα σημεία Ε και Ζ είναι τα μέσα των πλευρών ΓΔ και ΓΒ αντίστοιχα. 

 
ii. Στο τρίγωνο ΔΓΒ τα σημεία Ε και Ζ είναι μέσα των πλευρών ΔΓ και ΓΒ σύμφωνα με 
το προηγούμενο ερώτημα, τότε 

/ /
2


   ή ΕΖ = / / ΒΔ 

Όμως οι διαγώνιοι του ρόμβου τέμνονται κάθετα, τότε ΑΓ  ΒΔ, επομένως θα είναι ΑΓ 

 ΕΖ. 
 

β)  Είναι / /
2


   και / /

2


  , αφού τα σημεία Μ, Ν είναι μέσα των πλευρών 

ΑΔ και ΑΒ στο τρίγωνο ΑΔΒ, τότε ΕΖ = // ΜΝ, συνεπώς το τετράπλευρο ΕΜΝΖ είναι 
παραλληλόγραμμο.  
 

Επιπλέον έχουμε δείξει ότι ΑΓ  ΕΖ, αντίστοιχα θα είναι και ΕΜ  ΒΔ.  
 

Αφού είναι ΑΓ  ΒΔ θα είναι και ΕΖ  ΕΜ, δηλαδή η ˆ  είναι ορθή, άρα το 
παραλληλόγραμμο ΕΜΝΖ είναι ορθογώνιο. 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_3722)                                                            

Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΒΑ = ΒΓ και ˆ ˆ    
Να αποδείξετε ότι: 
α) Το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 9 
β) Οι διαγώνιοι του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ τέμνονται κάθετα. 

Μονάδες 6 
γ) Το τετράπλευρο που έχει για κορυφές τα μέσα των πλευρών του ΑΒΓΔ είναι 
ορθογώνιο. 

Μονάδες 10 

 
 
ΛΥΣΗ 
α) Αφού είναι ΑΒ = ΒΓ, το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές, επομένως έχουμε ότι 

ˆ ˆ   , επιπλέον είναι ˆ ˆ    από την υπόθεση, τότε θα είναι ˆ ˆ    ως 
διαφορά ίσων γωνιών, άρα το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές. 

 
 
β) Είναι ΑΒ =  ΒΓ και ΔΑ = ΔΓ, δηλαδή τα σημεία Β και Δ ισαπέχουν από τα άκρα του 
ευθυγράμμου τμήματος ΑΓ, άρα η ευθεία ΒΔ είναι μεσοκάθετος του ευθυγράμμου 
τμήματος ΑΓ, επομένως οι διαγώνιοι του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ τέμνονται κάθετα. 
 
γ) Αν Κ, Λ, Μ και Ν είναι τα μέσα των πλευρών του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, τότε το 
ΚΛΜΝ είναι παραλληλόγραμμο, όμως είναι ΚΝ // ΒΔ αφού τα σημεία Κ, Ν είναι μέσα 
των πλευρών του τριγώνου ΔΑΒ.  
 

Ανάλογα είναι ΚΛ // ΑΓ, όμως ΑΓ  ΒΔ, τότε θα είναι και ΚΝ  ΚΛ, δηλαδή η γωνία 
ΔΑΒ είναι ορθή, οπότε το ΚΛΜΝ είναι ορθογώνιο. 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_3723)                                                            

Σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔΕΖ ισχύουν τα εξής: ˆ ˆˆ ˆ,       και ˆ̂   . 

α) Να υπολογίσετε το άθροισμα ˆ ˆ ˆ     

Μονάδες 8 
β) Αν οι πλευρές ΑΖ και ΔΕ προεκτεινόμενες τέμνονται στο Η και οι πλευρές ΑΒ 
και ΓΔ προεκτεινόμενες τέμνονται στο Θ, να αποδείξετε ότι: 
i. Οι γωνίες Α και Η είναι παραπληρωματικές 

Μονάδες 10 
ii. Το τετράπλευρο ΑΘΔΗ είναι παραλληλόγραμμο. 

Μονάδες 7 

 
 
ΛΥΣΗ 
α) Οι γωνίες του κυρτού εξαγώνου ΑΒΓΔΕΖ έχουν άθροισμα 2 6 – 4 = 8  ορθές.  
Με βάση τα δεδομένα της άσκησης έχουμε: 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ 8          ορθές  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 8         ορθές ˆ ˆ ˆ2 2 2 8     ορθές 

Άρα  
ˆ ˆ ˆ 4     ορθές 

 
 
β)  Στο κυρτό πεντάγωνο ΑΒΓΔΗ έχουμε: 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ 2 5 4         ορθές  ˆ ˆ4 έ 6 έ       ˆ ˆ 2 έ     

Αφού είναι ˆ̂   , θα είναι ˆˆ 2 έ     , δηλαδή οι γωνίες Α και Η είναι 

παραπληρωματικές. 
 
γ) Από το προηγούμενο ερώτημα έχουμε ότι οι γωνίες Α και Η είναι παραπληρωματικές 

τότε ΑΘ // ΗΔ, επίσης είναι και οι γωνίες Δ και Η παραπληρωματικές αφού ˆ̂   , τότε 
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ΑΗ = ΔΘ. Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΑΘΔΗ είναι 
παραλληλόγραμμο. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3724)                                                        
Δίνεται κύκλος (Ο, R) με διάμετρο ΑΒ και δύο ευθείες ε1. ε2 εφαπτόμενες του 
κύκλου στα άκρα της διαμέτρου ΑΒ. Έστω ότι, μια τρίτη ευθεία ε εφάπτεται του 
κύκλου σ’ ένα σημείο του Ε και τέμνει τις ε1 και ε2 στα Δ και Γ αντίστοιχα. 
α) Αν το σημείο Ε δεν είναι το μέσο του τόξου ΑΒ, να αποδείξετε ότι: 
i. Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο. 

Μονάδες 8 
ii. ΓΔ = ΑΔ + ΒΓ 

Μονάδες 8 
β) Αν το σημείο Ε βρίσκεται στο μέσο του τόξου ΑΒ, να αποδείξετε ότι το 
τετράπλευρο ΑΔΓΒ  είναι ορθογώνιο. Στην περίπτωση αυτή να εκφράσετε την 
περίμετρο του ορθογωνίου ΑΔΓΒ ως συνάρτηση της ακτίνας R του κύκλου. 

Μονάδες 9 

 
ΛΥΣΗ 
α)  Είναι ΑΔ // ΓΒ γιατί είναι τμήματα ευθειών που είναι κάθετα στην ΑΒ. Αρκεί να 
δείξουμε ότι η ΓΔ δεν είναι παράλληλη της ΑΒ. 
 
Έστω ότι η ΓΔ είναι παράλληλη της ΑΒ, τότε επειδή είναι ΑΓ // ΒΔ και η γωνία Α είναι 
ορθή, το ΑΒΔΓ είναι ορθογώνιο, όμως η ΕΟ είναι κάθετη στην ΓΔ αφού το Ε είναι 
σημείο επαφής της εφαπτομένης με την ακτίνα, τότε τα τετράπλευρα ΑΟΕΔ και ΕΟΒΓ 
είναι ίσα τετράγωνα, άρα ΔΕ = ΟΑ = ΟΒ = ΕΓ, δηλαδή το Ε είναι το μέσο της ΓΔ, 
άτοπο, επομένως η ΓΔ δεν είναι παράλληλη της ΑΒ, άρα το τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι 
τραπέζιο με βάσεις ΑΓ και ΒΔ. 

 
 
β) Είναι ΔΕ =  ΑΔ και ΒΓ = ΕΓ ως εφαπτόμενα τμήματα, επομένως είναι: 

ΓΔ = ΔΕ + ΕΓ = ΑΔ + ΒΓ 
 
γ) Αν το Ε είναι το μέσο του τόξου ΑΒ, έχουμε αποδείξει στο α ερώτημα ότι το 
τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο, τότε η περίμετρός του Τ είναι: 
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Τ = ΑΒ + ΒΓ +ΓΔ +ΔΑ = ΑΒ + ΓΕ + ΓΔ + ΔΕ = ΑΒ + ΓΔ + ΓΔ = ΑΒ + ΑΒ + ΑΒ 

 = 3ΑΒ = 32R = 6R. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3725)                                                      
Στο τετράγωνο ΑΒΓΔ ονομάζουμε Ο το κέντρο του και θεωρούμε τυχαίο σημείο Ε 
του τμήματος ΟΔ. Φέρνουμε την κάθετη από το Β στην ΑΕ, που τέμνει το τμήμα 
ΑΟ στο Ζ. Να αποδείξετε ότι: 
α) Οι γωνίες ω και φ του παρακάτω σχήματος είναι ίσες. 

Μονάδες 6 
β) ΒΖ = ΑΕ  και ΓΖ = ΒΕ 

Μονάδες 12 
γ) Το τμήμα ΕΖ είναι κάθετο στο ΑΒ 

Μονάδες 7 

 
 
ΛΥΣΗ 
α)  Οι διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ του τετραγώνου ΑΒΓΔ τέμνονται κάθετα και λόγω 

κατασκευής η ΒΖ είναι κάθετη στην ΑΕ, επομένως οι γωνίες ω και φ είναι οξείες με 

πλευρές κάθετες, άρα είναι ίσες. 



Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 5ο: Παρ/μα - Τραπέζια 

lisari – team «Θέμα Δ»  

74 

 
β) Τα τρίγωνα ΟΕΑ και ΟΖΒ είναι ορθογώνια, έχουν ΟΑ = ΟΒ ως μισά των ίσων 

διαγώνιων του τετραγώνου ΑΒΓΔ και είναι ˆ ˆ   από το α ερώτημα, επομένως είναι 

ίσα, τότε είναι  
ΒΖ = ΑΕ και ΟΖ = ΟΕ (1) 

Επιπλέον είναι  
ΟΓ = ΟΒ (2). 

 
Με πρόσθεση των σχέσεων (1) και (2) έχουμε ότι 
 

ΟΖ + ΟΓ = ΟΒ + ΟΕ  ΓΖ = ΒΕ 
 
γ) Στο τρίγωνο ΑΕΒ τα τμήματα ΑΟ και ΒΖ είναι ύψη που τέμνονται στο σημείο Ζ, 
δηλαδή το Ζ είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου, άρα και το ΕΖ είναι το τρίτο ύψος του 
δηλαδή το ΕΖ είναι κάθετο στο ΑΒ. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3727)                                                             
Στο τετράγωνο ΑΒΓΔ προεκτείνουμε την πλευρά ΑΒ κατά τμήμα ΒΝ = ΑΒ και την 
πλευρά ΒΓ κατά τμήμα ΓΜ = ΑΝ. 
α) Να αποδείξετε ότι: 
 i.    ΔΝ = ΔΜ 

Μονάδες 7 

 ii.   ΔΝ  ΔΜ       
Μονάδες 10 

β) Αν Ε το συμμετρικό σημείο του Δ ως προς την ευθεία ΜΝ, να αποδείξετε ότι το 
τετράπλευρο ΔΜΕΝ είναι τετράγωνο.    

Μονάδες 8 
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ΛΥΣΗ  
α)     i.  Αρχικά ονομάζουμε α την πλευρά του τετραγώνου ΑΒΓΔ. 
 Τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΑΝ και ΔΓΜ έχουν:  
ΑΝ = ΓΜ = 2α και  
ΑΔ = ΔΓ = α,  
επομένως είναι ίσα, τότε ΔΝ = ΔΜ 

 
 

ii. Είναι 2 1
ˆ N̂   ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΓΓΔ και ΑΝ που τέμνονται από 

την ΔΝ και 1 3
ˆ ˆ    από την ισότητα των τριγώνων ΑΔΝ και ΔΓΝ, τότε  

1 2 3 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 90        , γιατί το τρίγωνο ΑΔΝ είναι ορθογώνιο στο Α, άρα 

είναι ΔΝ  ΔΜ. 
 
β) Αν ονομάσουμε Ζ το σημείο τομής των διαγωνίων του τετραπλεύρου ΔΜΕΝ, τότε το 
τμήμα ΜΝ είναι μεσοκάθετος του ΔΕ, αφού το Ε είναι το συμμετρικό σημείο του Δ ως 
προς την ΜΝ, άρα ΔΜ = ΜΕ και ΔΝ = ΝΕ.  
Επειδή όμως ΔΜ = ΔΝ από το α ερώτημα προκύπτει ότι ΔΜ = ΜΕ = ΝΕ = ΔΝ, και από 
το β ερώτημα έχουμε ότι η γωνία ΝΔΜ είναι ορθή, έχουμε ότι το τετράπλευρο ΔΜΕΝ 
είναι τετράγωνο.    
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ΑΣΚΗΣΗ (4_3732)                                                        
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του ΑΔ. Στο ΑΔ θεωρούμε σημείο Η 
τέτοιο ώστε ΗΑ = ΗΒ. Έστω ότι Ε είναι το σημείο τομής της ΒΗ με την ΑΓ. 
Φέρνουμε την ΑΖ κάθετη στην ΒΕ, η οποία τέμνει την πλευρά ΒΓ στο Θ.  
α) Να αποδείξετε ότι:  
 i. Τα τρίγωνα ΗΔΒ και ΗΖΑ είναι ίσα. 

Μονάδες 6 
 ii. ΔΘ = ΘΖ 

Μονάδες 6 
 iii. Η ευθεία ΘΗ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΑΒ. 

Μονάδες 6 
β) Ποιο από τα σημεία του σχήματος είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΗΒ; Να 
δικαιολογήσετε την απάντηση σας. 

Μονάδες 7 

 
 
ΛΥΣΗ 

 
α)  i. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΔ και ΑΖΗ έχουν ΑΗ = ΗΒ από την υπόθεση και 

ˆ ˆAHZ BH   ως κατά κορυφήν γωνίες, επομένως είναι ίσα. 
 
ii. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΖΗΘ και ΘΗΔ έχουν την πλευρά ΗΘ κοινή και ΗΖ = ΗΔ από 
την προηγούμενη ισότητα των τριγώνων ΑΗΔ και ΑΖΗ, επομένως είναι ίσα, τότε θα 
είναι ΔΘ = ΘΖ. 
 
iii. Είναι ΗΔ = ΗΖ από την ισότητα των τριγώνων ΑΗΔ και ΑΖΗ του πρώτο ερώτημα, 
ακόμα είναι ΔΘ = ΘΖ από το δεύτερο ερώτημα, δηλαδή τα σημεία Η και Θ 
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ισαπέχουναπό τα άκρα Δ και Ζ του ευθυγράμμου τμήματος ΖΔ, επομένως η ευθεία ΘΗ 
είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΑΒ. 
 
β) Το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΗΒ είναι το σημείο Θ γιατί τα τμήματα ΑΖ και ΒΔ 
είναι κάθετα στις πλευρές ΒΗ και ΑΗ αντίστοιχα του τριγώνου ΑΗΒ, και οι φορείς των 
υψών του τέμνονται στο σημείο Θ. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3734)                                                        
Σε ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ // ΓΔ) είναι ΑΒ = ΑΔ. 
α) Να αποδείξετε ότι η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ. 

Μονάδες 7 
β) Να προσδιορίσετε τη θέση ενός σημείου Ε, ώστε το τετράπλευρο ΑΒΕΔ να είναι 
ρόμβος. 

Μονάδες 10 
γ) Αν επιπλέον είναι γωνία ΒΑΔ = 120ο και οι διαγώνιοι του ρόμβου τέμνονται στο 
σημείο Ο, να υπολογίσετε τις γωνίες του τετραπλεύρου ΕΟΒΓ. 

Μονάδες 8 

 
ΛΥΣΗ 

 
α) Αφού ΑΒ = ΑΔ το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές, τότε ˆ ˆA B AB   . Ακόμα είναι  

ˆ ˆAB B    ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ και ΓΔ που τέμνονται από την 

ΒΔ, άρα ˆ ˆA B B    δηλαδή η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ. 
 
β) Η θέση του σημείου Ε προσδιορίζετε από την τομή της παράλληλης από το σημείο Δ 
προς την ΑΒ και της πλευράς ΒΓ του τραπεζίου ΑΒΓΔ. Πράγματι αφού ΒΕ // ΑΔ,            
ΑΒ// ΔΕ και ΑΒ = ΑΔ, το τετράπλευρο είναι ρόμβος. 
 

γ) Αφού είναι ˆBA = 120ο, επειδή οι διαγώνιες του ρόμβου διχοτομούν τις γωνίες του, 

θα είναι ˆBAE =60ο, άρα ˆOE= 60ο ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ και ΓΔ που 

τέμνονται από την ΑΕ, άρα ˆOE = 180ο– 60ο =120ο. 
 

Επιπλέον είναι οι γωνίες ˆBA και ˆA  παραπληρωματικές, επομένως ˆA  = 60ο, 

τότε ˆB E =60ο αφού το ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο.  
 
Η ΑΟ είναι διχοτόμος στο ισοσκελές τρίγωνο ΔΑΒ άρα και ύψος του, επομένως                    

ΑΟ  ΒΔ, τότε ˆBOE = 90ο.  
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Τέλος  
ˆOB  =360ο – 120ο – 60ο – 90ο = 90ο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3735)                                                        
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ. Έστω Αx η εξωτερική διχοτόμος της γωνίας Α.  
α) Να αποδείξετε ότι: 

 i. o
ˆ ˆˆA B

B̂ 180
2 2




 
   , όπου Â  και B̂  παριστάνουν τις εξωτερικές 

γωνίες των ˆ ˆA, B  αντίστοιχα. 

Μονάδες 10 

 ii. Η εξωτερική διχοτόμος της γωνίας Â τέμνει την προέκταση της πλευράς 
ΓΒ (προς το μέρος του Β) σε σημείο Ζ. 

Μονάδες 8 

β)  Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α και oˆAZB 15 , να αποδείξετε ότι                    
ΒΓ = 2ΑΒ 

Μονάδες 7 

 
ΛΥΣΗ 

 
 

α) i) Έχουμε ότι   
εξA Β Γ  και  ο

εξΒ 180 Β  οπότε είναι 
           

εξ ο ο ο ο
εξ

A Β Γ Β Γ Β Γ Γ Β
Β 180 Β 180 Β 180 180

2 2 2 2 2 2 2

 
              

 
ii) Γνωρίζουμε ότι: Αν δύο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν τις εντός και επί 
τα αυτά μέρη γωνίες με άθροισμα μικρότερο από δύο ορθές, τότε οι ευθείες αυτές 
τέμνονται προς το μέρος της τέμνουσας που βρίσκονται οι γωνίες, 
    Επομένως για τις ευθείες Αx και την προέκταση της ΓΒ (προς το μέρος του Β) 
έχουμε: 

   
εξ ο ο

εξ
A Γ Β

Β 180 180
2 2


    ,  

συνεπώς οι παραπάνω ευθείες τέμνονται. 
 

β) Αφού  οΑ 90  τότε  ο
εξΑ 90  και  οΒΑZ 45  



Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 5ο: Παρ/μα - Τραπέζια 

lisari – team «Θέμα Δ»  

79 

 
Στο τρίγωνο ΑΖΓ έχουμε 
   οΖΑΓ ΑΓΖ ΓΖΑ 180    ο ο 0 ο90 45 ΑΓΖ 15 180     
 0 ο οΑΓΖ 150 180 ΑΓΖ 30      

Οπότε στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι  οΓ 30  άρα  
ΒΓ

ΑΒ ΒΓ 2ΑΒ
2

    

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3737)                                                        

Θεωρούμε τραπέζιο ΑΒΓΔ, τέτοιο ώστε   oˆ ˆA 90   , 
1

AB
4

  και  
1

AB A
3

  . 

Επιπλέον, φέρουμε ΒΕ  ΔΓ  
α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΕΔ είναι ορθογώνιο. 

Μονάδες 6 
β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 

Μονάδες 10 
γ) Αν Κ, Λ είναι τα μέσα των ΒΕ και ΑΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι η ΑΓ 
διέρχεται από το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΒΚ. 

Μονάδες 9 

 
ΛΥΣΗ 

 
α) Αφού το τετράπλευρο ΑΒΕΔ έχει τρεις ορθές γωνίες είναι ορθογώνιο. 
 
β) Αν ονομάσουμε ΑΒ = x, τότε με βάση τα δεδομένα είναι ΓΔ = 4x, ΑΔ=3x και ΒΕ = 
ΕΓ = 3x αφού το τετράπλευρο ΑΒΕΔ είναι ορθογώνιο, επομένως το τρίγωνο ΒΕΓ είναι 

ορθογώνιο ( B̂ =90ο) και ισοσκελές (ΒΕ = ΕΓ). 
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γ) Η ευθεία (ε) που διέρχεται από τα μέσα Κ, Λ των ΒΕ και ΑΓ αντίστοιχα είναι η 
μεσοπαράλληλος των φορέων των τμημάτων ΑΒ και ΓΔ. Αν ονομάσουμε Μ το σημείο 
τομής της (ε) με την ΑΔ, τότε από το τρίγωνο ΔΑΓ έχουμε ότι: 

ΜΛ = // 
2


=//2x και ΚΛ = ΜΛ – ΛΚ = 2x – x = x. 

Τέλος το τετράπλευρο ΑΒΛΚ έχει ΑΒ = // ΚΛ συνεπώς είναι παραλληλόγραμμο και οι 
διαγώνιοι του διχοτομούνται επομένως η ΑΓ διέρχεται από το μέσο του ευθυγράμμου 
τμήματος ΒΚ. 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3739)                                                        
Δίνεται κύκλος (Ο, R) με διάμετρο ΑΒ και ευθείες ε1,  ε2 εφαπτόμενες του κύκλου 
στα άκρα της διαμέτρου ΑΒ. Θεωρούμε ευθεία ε εφαπτομένη του κύκλου σε 
σημείο του Ε, η οποία τέμνει τις ε1 και ε2 στα Δ και Γ αντίστοιχα.  
α) Να αποδείξετε ότι: 
i. Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο.  

Μονάδες 6 
ii.  ΓΔ= ΑΔ + ΒΓ.  

Μονάδες 7 
iii. Το τρίγωνο ΓΟΔ είναι ορθογώνιο.  

Μονάδες 7 
β) Αν η γωνία ΑΔΕ είναι 60ο και η ΟΔ τέμνει τον κύκλο (Ο, R) στο σημείο Κ, να 
αποδείξετε ότι το Κ είναι μέσο του ΔΟ.  

        Μονάδες 5 
 

 
 
ΛΥΣΗ 
α) i) Οι ευθείες ε1 και ε2 είναι κάθετες στην ΑΒ ως εφαπτόμενες του κύκλου οπότε είναι 
μεταξύ τους παράλληλες. Έτσι λοιπόν και ΑΔ//ΒΓ οπότε το ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο. 
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ii) Είναι ΓΕ = ΓΒ και ΔΕ = ΑΔ ως εφαπτόμενα ευθύγραμμα τμήματα 
Έτσι λοιπόν  ΓΔ = ΓΕ + ΕΔ = ΓΒ +ΑΔ 
 
iii) Επειδή τα ΓΕ, ΓΒ είναι εφαπτόμενα τμήματα η ΓΟ είναι διχοτόμος της γωνίας    

ΕΟΒ, επομένως είναι 1 2
ˆ ˆO O , αντίστοιχα είναι και 3 4

ˆ ˆO O . 

Αλλά είναι 
o o o o

1 2 3 4 2 2 3 3 2 3 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆO O O O 180 O O O O 180 2O 2O 180 O O 90                

Δηλαδή η γωνία ΓΟΔ είναι ορθή και το τρίγωνο ΓΟΔ είναι ορθογώνιο. 
 

β) Αν η γωνία ΑΔΕ είναι 60ο τότε ˆA O  = 30ο και στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΟΔ έχουμε  

ΑΟ = 
O

2


 ή ΟΚ = 

O

2


 

οπότε το Κ είναι μέσο του ΔΟ. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3741)                                                     
Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με γωνία αμβλεία, ισχύει ότι ΑΒ = 2ΑΔ. Τα σημεία Ε 
και Ζ, είναι μέσα των πλευρών του ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα. Από το Δ φέρουμε τη 
ΔΗ κάθετη στην προέκταση της ΒΓ. Να αποδείξετε ότι: 
α) Το τετράπλευρο ΑΕΖΔ είναι ρόμβος. 

Μονάδες 8 
β) Το τρίγωνο ΕΖΗ είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 9 
γ) Το τμήμα ΗΕ, είναι διχοτόμος της γωνίας ΖΗΓ. 

Μονάδες 8 

 
ΛΥΣΗ 
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α) Στο τετράπλευρο  ΑΕΖΔ είναι ΑΕ // = ΔΖ και ΑΔ = ΑΕ, επομένως το ΑΕΖΔ είναι 
ρόμβος.  
 
β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΗΓ η ΖΗ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα 
ΔΓ άρα ΖΗ = ΖΔ = ΖΕ οπότε το τρίγωνο ΕΖΗ είναι ισοσκελές 
 

γ) Επειδή το τρίγωνο ΕΖΗ είναι ισοσκελές έχουμε ότι ˆ ˆZEH ZHE  

Αφού ΕΖ//ΒΗ είναι ˆ ˆZEH EHB  ως εντός εναλλάξ, άρα θα είναι και ˆ ˆZHE EHB , 
δηλαδή το τμήμα ΗΕ, είναι διχοτόμος της γωνίας ΖΗΓ. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3745) 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και ΑΜ το ύψος του στην πλευρά ΒΓ. 
Στην προέκταση του ΑΜ θεωρούμε τμήμα ΜΝ=ΑΜ . Στην προέκταση του ΒΓ 
προς το μέρος του Γ θεωρούμε τμήμα ΓΔ =ΒΓ.Να αποδείξετε ότι: 
α) Το τετράπλευρο ΑΒΝΓ ρόμβος.    

Μονάδες 8 
β) Το τρίγωνο ΑΔΝ είναι ισοσκελές.   

                                                          Μονάδες 8 
γ) Το σημείο Γ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΔΝ.  

Μονάδες 9 
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Μ του τριγ

ότι 

ΒΓ ΔΒΓ
Μ

2



 

3747)  

νο ΑΒΓ με 

ς ΒΑ προς τ

Γ που την τ

Κ είναι ίση

ΚΑΒ είναι 

ο της ΔΑ, τ

Κ ανήκει στ

ου 

«

ΝΒ έχει όλε

 

τη μεσοκά

ώνια τρίγω

α) 

Α ΒΜΝ




Ν οπότε ΑΓ

ης μεσοκαθέ

σημείο της

ώνου ΑΔΝ

ΔΓ ΔΓ

2
 

 

γωνία Α ίσ

το Α, παίρν

τέμνει στο 

η με 30ο.   

ισοσκελές.

τότε  

η μεσοκάθ

 Γεωμε

«Θέμα Δ» 

ες τις πλευρ

θετο του Α

ωνα ΒΜΑ κ

 οπότε έχου

ΓΝΒ ρόμβος

έτου του ΑΝ

ς 

Ν 

 

ση με 120° 

νουμε τμήμ

σημείο Κ.Ν

.    

090  

ετο του τμή

ΔΓ
ΓΜ

2


τρία – Κεφά

ρές 

ΑΝ 

και 

υμε 

ς 

Ν οπότε ΑΔ

και γωνία

μα ΑΔ = 2Α

Να αποδείξ

ήματος ΒΔ

Γ

άλαιο 5ο: Παρ

Δ=ΝΔ άρα τ

α Β είναι ίσ

ΑΒ. Από το 

ξετε ότι: 

Δ.   

ρ/μα - Τραπέ

το τρίγωνο 

ση με 45ο . 

Δ φέρνουμ

Μονά

Μονά

Μονά

έζια 

8

ΑΔΝ 

Στην 

με την 

άδες 6 

άδες 6 

άδες 6 
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Λύση

α) Έχ

ΒΑΚ
 

β) Ε

ορθο

άρ

 

γ) Στ

έχου

 

δ) Συ

1) ΒΖ

2) ΚΖ

Ο

αν

 

ΑΣΚ

Δίνε

μέσο

α) Ν

πεζα Θεμάτω

i – team 

η 

χουμε 

Κ ΑΔΚ Α 

Επειδή ΑΔ

ογώνιο έχου

ρα το τρίγω

το τρίγωνο Ζ

με ότι είναι

υγκρίνουμε 

Ζ=ΑΔ (ως ά

Ζ=ΚΑ 
Α

2


Οπότε τα τρ

νήκει στη μ

ΚΗΣΗ (4_3

εται τυχαίο

ο της ΑΜ 

Να υπολογί

ων Α΄ Λυκείο

ΑΚΔ 12

 οΔΚ 30  κ

υμε ότι  

ΑΚ 

ωνο ΚΑΒ είν

ΖΚΒ επειδή

ΑΚ

ι ορθογώνιο

τα ορθογών

άθροισμα ίσ

Δ

2
 

ρίγωνα ΑΚΔ

μεσοκάθετο 

3751)   

ο τρίγωνο 

τέτοιο ώσ

ίσετε τις γ

ου 

«

ο0 ΑΔΚ 

και το τρί

ΑΔ
ΑΒ

2
 

ναι ισοσκελ

ή η διάμεσο

ΒΖ
Κ

2
  

ο με υποτείν

νια τρίγωνα

σων τμημάτ

Δ και ΖΚΒ

του ΒΔ 

 

ΑΒΓ και 

στε 
2


 

γωνίες του

 Γεωμε

«Θέμα Δ» 

ο90 ΑΔ 

ίγωνο ΑΔΚ

 

λές.  

ος  

νουσα τη ΖΒ

α ΑΚΔ και Ζ

των) 

Β είναι ίσα 

η διάμεσό

2


 και γω

υ τριγώνου

τρία – Κεφά

 οΔΚ 30

Κ είναι 

Β άρα ΖΚΒ

ΖΚΒ 

οπότε ΚΒ

ός του ΑΜ

νία  

υ ΒΔΜ.  

άλαιο 5ο: Παρ

 

οΒ 90  

=ΚΔ δηλαδ

Μ. Έστω ότ

0120 . 

ρ/μα - Τραπέ

Μονά

δή το σημε

τι Δ είναι τ

έζια 

8

άδες 7 

είο Κ 

το 
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β) Ν

γ) Ν

δ) Α

2ΜΚ

 
Λύση

α) Στ

ΑΔΒ

       

Έτσι

 

β) Επ

το τρ

 

γ) Συ

1) ΑΔ

2) ΑΔ

3) ΒΔ

Οπότ

πεζα Θεμάτω

i – team 

Να αποδείξ

Να αποδείξ

Αν το σημε

Κ=ΑΔ. 

η 

το ισοσκελέ

Β ΔΒΜ Δ

                  

 

ι λοιπόν το τ

πειδή στο τρ

ρίγωνο είναι

υγκρίνουμε 

Δ=ΔΜ (Δ μ

 ΔΒ ΔΜΓ

Δ=ΜΓ (αφο

τε από Π-Γ-

ων Α΄ Λυκείο

ξετε ότι το

ξετε ότι τα

ίο Κ είναι

ές τρίγωνο Β
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τρίγωνο ΒΔ

ρίγωνο ΒΔΓ

ΔΜ
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μέσο της ΑΜ
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-Π τα τρίγω

ου 

«

ο τρίγωνο Β

α τρίγωνα 

ι η προβολ

ΒΔΜ έχουμ





ο

ο

0 ΔΒΜ
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ΔΜ είναι ισό

Γ η διάμεσο

ΒΓ

2
  

ο με υποτείν

α ΑΔΒ και Δ

Μ) 

 οΜΓ 180 

και ΒΜ=Μ

ωνα ΑΔΒ κα

 Γεωμε

«Θέμα Δ» 

ΒΔΓ είναι

ΑΔΒ και Δ

λή του Δ σ

με  

ο60
 

όπλευρο 

ος  

νουσα την Β

ΔΜΓ  

ΔΜΒ 180 

ΜΓ) 

αι ΔΜΓ είνα

τρία – Κεφά

ι ορθογώνι

ΔΜΓ είναι

την ΒΓ, να

ΒΓ 

ο ο0 60 12 

αι ίσα 
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α αποδείξε
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ρ/μα - Τραπέ
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δ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΜΚ έχουμε  οΚΔΜ 30  οπότε 

ΔΜ ΑΔ
ΚΜ ΚΜ ΑΔ 2ΚΜ

2 2
      

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3754)       

Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Από την κορυφή Α φέρουμε  ΑΕ

ΒΔ. Έστω Κ, Λ τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΔ αντιστοίχως, τότε:  

α) Να αποδείξετε ότι:  

i.  090 
         

Μονάδες 8 

ii. 
2


              Μονάδες 8 

β) Αν  030  , να αποδείξετε ότι ΚΛ=ΒΓ.        Μονάδες 9 

 

 
Λύση 
α) i) Στο τρίγωνο ΔΕΑ η ΕΛ είναι διάμεσος στην υποτείνουσα ΑΔ άρα  

ΑΔ
ΕΛ ΕΛ ΛΑ

2
    

άρα το τρίγωνο ΕΑΛ είναι ισοσκελές οπότε  ΛΕΑ ΛΑΕ  (1) 

Στο τρίγωνο ΑΕΒ η ΕΚ είναι διάμεσος στην υποτείνουσα ΑΒ άρα 

ΑΒ
ΕΚ ΕΚ ΑΚ

2
    άρα το τρίγωνο ΕΑΚ είναι ισοσκελές οπότε 

 ΑΕΚ ΕΑΚ  (2) 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις (1) και (2) έχουμε  

      οΛΕΑ ΑΕΚ ΛΑΕ ΕΑΚ ΛΕΚ ΛΑΚ 90       
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ii) Στο τρίγωνο ΑΒΔ επειδή Λ, Κ μέσα των ΑΔ, ΑΒ έχουμε, 

ΒΔ ΑΓ
ΛΚ

2 2
   

 

β) Στο τρίγωνο ΒΑΓ έχουμε,
ΑΓ

ΒΓ ΚΛ
2

   

ΑΣΚΗΣΗ (4_3757) 
Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με κέντρο Ο και ΑΒ > ΒΓ, ΑΓ=2ΒΓ. Στην προέκταση 
της πλευράς ΔΑ (προς το Α) παίρνουμε σημείο Ε ώστε ΔΑ=ΑΕ.  
α) Να αποδείξετε ότι: 
 ί.  Το τετράπλευρο ΑΕΒΓ είναι παραλληλόγραμμο.    

                                                                        Μονάδες 8 
ίί.  Το τρίγωνο ΕΒΔ είναι ισόπλευρο.   

       Μονάδες 9  
β) Αν η ΕΟ τέμνει την πλευρά ΑΒ στο σημείο Ζ, να αποδείξετε ότι ΔΖ ΕΒ.                               

Μονάδες 8 

 
 
Λύση 
α) i) Είναι ΒΓ //=ΑΔ ως απέναντι πλευρές του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ 
Επιπλέον από δεδομένα ΑΔ=ΑΕ οπότε ΒΓ//=ΑΕ άρα το τετράπλευρο ΑΕΒΓ είναι 
παραλληλόγραμμο 
 
ii) Αφού το Β ανήκει στη μεσοκάθετο του ΕΔ είναι ΒΕ=ΒΔ 
Επιπλέον  

AΓ 2ΒΓ ΒΔ 2ΒΓ ΒΔ 2ΑΔ ΒΔ ΔΕ        
Επειδή ΒΕ=ΕΔ=ΒΔ το τρίγωνο ΕΒΔ είναι ισόπλευρο 
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β) Επειδή το Ο είναι μέσο του ΒΔ τότε ΕΟ είναι ύψος του τριγώνου ΕΒΔ. Επειδή ΒΑ 
είναι επίσης ύψος του ίδιου τριγώνου έχουμε ότι το Ζ θα είναι ορθόκεντρο άρα θα 
διέρχεται από αυτό και το ύψος που άγεται από την κορυφή Δ του τριγώνου ΕΒΔ.  
Έτσι λοιπόν ΔΖ ΕΒ  

ΑΣΚΗΣΗ (4_3759) 
Δίνεται κύκλος (Ο,Κ) με διάμετρο ΒΓ. Θεωρούμε σημείο Α του κύκλου και 
σχεδιάζουμε το τρίγωνο ΑΒΓ. Η προέκταση της ΑΟ τέμνει τον κύκλο στο σημείο 
Ζ. Φέρουμε το ύψος του ΑΔ, η προέκταση του οποίου τέμνει τον κύκλο στο σημείο 
Ε.  
α) Να αποδείξετε ότι: 
ί.   ΖΓ=ΑΒ=ΒΕ.     

Μονάδες 8 
ίί.  Το τετράπλευρο ΒΕΖΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο.      

                                 Μονάδες 7 
β) Αν Γ = 30ο, να αποδείξετε ότι η περίμετρος του τραπεζίου ΒΕΖΓ είναι ίση με 5R 
, όπου R η ακτίνα του κύκλου.     

Μονάδες 10 

 
 
Λύση 
α) i) Είναι ΑΟ=ΟΖ=OΓ=ΟΒ ως ακτίνες του ίδιου κύκλου άρα στο τετράπλευρο ΑΓΖΒ 
οι διαγώνιοί του ΑΖ και ΒΓ διχοτομούνται όποτε το ΑΓΖΒ είναι παραλληλόγραμμο 
άρα ΓΖ=ΑΒ.  
Αφού OΔ ΑΕ  το ΟΔ είναι απόστημα της χορδής ΑΕ άρα διχοτομεί την χορδή ΑΕ 

καθώς και το ΑΕ . Έτσι λοιπόν το Β είναι μέσο του ΑΕ  άρα  ΑΒ ΒΕ ΑΒ ΒΕ    
Έτσι λοιπόν ΓΖ=ΑΒ=ΒΕ 
 
ii) Στο τρίγωνο ΑΕΖ το Δ είναι μέσο της ΕΑ και το Ο μέσο της ΑΖ άρα ΔΟ//ΕΖ οπότε 
και ΒΓ//ΕΖ . Άρα το τετράπλευρο ΒΕΖΓ είναι τραπέζιο και αφού από το προηγούμενο 
ερώτημα δείξαμε ότι ΓΖ=ΒΕ το ΒΕΖΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο.  
 
 

β)  Είναι  oA 90  ως εγγεγραμμένη που βαίνει σε ημικύκλιο άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ορθογώνιο και αφού  oΓ 30  είναι  



Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 5ο: Παρ/μα - Τραπέζια 

lisari – team «Θέμα Δ»  

89 

ΒΓ 2R
ΑΒ R

2 2
    

Όμως από προηγούμενο ερώτημα ΑΒ=ΓΖ=ΒΕ άρα ΓΖ=ΒΕ=R 

Ακόμη   οBOA 2 AΓΒ 60    οπότε στο τρίγωνο ΑΔΟ ισχύει  οΔΑΟ 30  άρα  
ΑΟ R

ΔΟ ΔΟ
2 2

    

Όμως στο τρίγωνο ΑΕΖ επειδή Δ,. Ο μέσα των ΑΕ, ΑΖ αντίστοιχα έχουμε  
ΕΖ R

ΔΟ ΕΖ 2ΔΟ ΕΖ 2 EZ R
2 2

        

Έτσι λοιπόν  

ΒΕΖΓΠ ΒΕ ΕΖ ΖΓ ΓΒ R R R 2R 5R          

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3762) 
Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ. Έστω Ε το συμμετρικό σημείο του Β ως προς το Δ και Ζ 
είναι το μέσο της ΑΔ. Η προέκταση της ΓΔ τέμνει την ΑΕ στο Η. Να αποδείξετε 
ότι: 

α) ΔΗ =
2

ΑΒ
 

 Μονάδες 8 
β) Τα τρίγωνα ΑΔΗ και ΖΔΓ είναι ίσα.  

Μονάδες 9 
γ) Η ΓΖ είναι κάθετη στην ΑΕ. 

Μονάδες 8 
 

 
 
Λύση 
α) Στο τρίγωνο ΑΒΕ επειδή το Δ είναι μέσο του ΒΕ και ΔΗ//ΑΒ τότε και το Η θα είναι 
μέσο του ΑΕ.  
Έτσι λοιπόν στο τρίγωνο ΑΒΕ αφού Η μέσο του ΑΕ και Δ μέσο του ΒΕ έχουμε ότι  

ΑB
ΔH

2
  

 

Ι 
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β) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΗΔ και ΖΔΓ 

1)   οΗΔA ΖΔΓ 90   
2) ΗΔ ΖΔ (ως μισά των ίσων τμημάτων ΑΒ, ΑΔ) 
3) ΑΔ ΔΓ (ως πλευρές του τετραγώνου ΑΒΓΔ) 

Από Π-Γ-Π είναι ΑΗΔ ΖΔΓ
 

  
 
γ) Έστω Ι το σημείο τομή της προέκτασης του ΓΖ με ΑΕ.  
Είναι   

 ΙΑΖ ΖΓΔ  (αφού ΑΗΔ ΖΔΓ
 

 ) και  ΙΖΑ ΓΖΔ (ως κατακορυφήν) 
Έτσι λοιπόν  

     οΙΑΖ ΙΖΑ ΖΓΔ ΓΖΔ ΑΙΖ ΖΔΓ ΑΙΖ 90         
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3765) 

Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ ( ΑΒ // ΓΔ ) με ˆ  ˆΑ Δ = 90ο, ΔΓ = 2ΑΒ και Β = 3Γ . 
Φέρνουμε ΒΕ   ΔΓ που τέμνει τη διαγώνιο ΑΓ στο Μ. Φέρνουμε την ΑΕ που 
τέμνει τη διαγώνιο ΒΔ στο Ν.Να αποδείξετε ότι: 

α) 0ˆ   45Α  .                                         
Μονάδες 6 

β) Το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι παραλληλόγραμμο.                          
Μονάδες 6 

γ) 
1

   
4

ΜΝ ΓΔ .                                   

Μονάδες 7 
δ) ΑΕ  ΒΔ.                                           

Μονάδες 6 

 
 
Λύση 
α) Έχουμε  

     ο ο ο οΑ Β Γ Δ 360 90 3Γ Γ 90 360           

 ο ο4Γ 180 Γ 45     
 

β) Αφού ΑΒ//ΓΔ θα είναι και ΑΒ//ΓΕ 
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Επειδή ΒΕ ΓΔ το τετράπλευρο ΑΒΕΔ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο γιατί έχει 
τρεις ορθές γωνίες οπότε ΑΒ=ΔΕ 
Όμως  

ΔΓ 2ΑΒ ΔΕ ΕΓ 2ΔΕ ΔΕ ΕΓ ΕΓ ΑΒ         
Οπότε τελικά το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι παραλληλόγραμμο 
 
γ) Αφού το Μ είναι το σημείο τομής των διαγώνιων ΑΓ και ΒΕ του παραλληλογράμμου 
ΑΒΓΕ θα αποτελεί μέσο αυτών.  
Αφού το Ν είναι το σημείο τομής των διαγώνιων ΑΕ και ΒΔ του ορθογωνίου 
παραλληλογράμμου ΑΒΕΔ θα αποτελεί μέσο αυτών.  
Έτσι λοιπόν στο τρίγωνο ΑΕΔ τα Μ και Ν είναι μέσα των ΑΕ και ΑΓ αντίστοιχα οπότε   

ΓΔ
ΕΓ ΑΒ ΓΔ2ΜΝ
2 2 2 4

     

 
δ) Επειδή ΑΒΕΔ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με ίσες πλευρές θα είναι 
τετράγωνο και οι διαγώνιοί του θα τέμνονται κάθετα άρα ΑΕ ΒΔ  
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3775) 
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Ο το κέντρο του. Από την κορυφή Δ φέρουμε 
το τμήμα ΔΚ κάθετο στην ΑΓ και στην προέκτασή του προς το Κ θεωρούμε 
σημείο Ε, ώστε ΚΕ= ΔΚ.Να αποδείξετε ότι: 

α)  
2


ΒΔ

ΕΟ .      

Μονάδες 8 

β) Η γωνία ΔΕΒ  είναι ορθή.   
Μονάδες 8 

γ) Το τετράπλευρο ΑΕΒΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο.     
Μονάδες 9 

 
 
Λύση 
α) Στο τρίγωνο ΟΔΕ η ΟΚ είναι διάμεσος και ύψος άρα το τρίγωνο ΟΔΕ είναι 
ισοσκελές με βάση την ΔΕ οπότε ΟΔ=ΟΕ 
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β) Στο τρίγωνο ΔΕΒ η διάμεσος 
ΒΔ

ΕΟ ΟΔ
2

   άρα το τρίγωνο ΔΕΒ είναι ορθογώνιο 

με υποτείνουσα την ΒΔ. Έτσι λοιπόν  οΔΕΒ 90  
 

γ) Αφού  οΔΕΒ 90  είναι ΒΕ ΔΕ . Ακόμη ΓΚ ΔΕ  άρα ΒΕ//ΓΚ οπότε το 
τετράπλευρο ΑΕΒΓ είναι τραπέζιο. 
 
Στο τρίγωνο ΔΑΕ η ΑΚ είναι διάμεσος και ύψος άρα το τρίγωνο ΔΑΕ είναι ισοσκελές 
με βάση την ΔΕ οπότε ΑΕ=ΑΔ (1) 
 
Αφού το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο ΑΔ=ΒΓ (2) 
 
Από (1) και (2) έχουμε ΑΕ=ΒΓ οπότε το ΑΕΒΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3777) 
Δύο κύκλοι (Ο, ρ1), (Κ,ρ2) εφάπτονται εξωτερικά στο Ν. Μια ευθεία (ε) εφάπτεται 
στους δύο κύκλους στα σημεία Α, Β αντίστοιχα. Η κοινή εφαπτομένη των κύκλων 
στο Ν τέμνει την (ε) στο Μ. Να αποδείξετε ότι:  
α) Το Μ είναι μέσον του ΑΒ.  

 Μονάδες 7 

β)  ˆΟΜΚ  = 900 .                         
Μονάδες 9 

γ)  ˆΑΝΒ  = 900 .                         
 Μονάδες 9 

 
 
Λύση 
α) Ισχύει ότι ΜΑ=ΜΝ (1) ως εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από το Μ προς τον 

κύκλο  1Ο,ρ  

Επίσης, ΜΒ=ΜΝ (2) ως εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από το Μ προς τον κύκλο 

 2Κ,ρ  

Από (1) και (2) είναι ΜΑ=ΜΒ άρα το Μ είναι μέσο του ΑΒ 
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β) Η ΟΜ είναι διχοτόμος της ΑΜΝ  άρα  ΑΜΟ ΟΜΝ  

Η ΚΜ είναι διχοτόμος της ΒΜΝ  άρα  ΒΜΚ ΚΜΝ  
Ακόμη  

     ο οΑΜΟ ΟΜΝ ΒΜΚ ΚΜΝ 180 2ΟΜΝ 2ΚΜΝ 180         

   ο ο2 ΟΜΝ ΚΜΝ 180 ΟΜΚ 90      

 
γ) Αφού Μ μέσο του ΑΒ από α) ερώτημα έχουμε ότι ΑΜ=ΜΒ 

Ακόμη ΝΜ=ΑΜ=
ΑΒ

2
 έτσι λοιπόν το τρίγωνο ΑΝΒ είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα 

την ΑΒ οπότε  οΑΝΒ 90  
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3781) 
Έστω κύκλος (Ο, ρ) και Ε το μέσον του τόξου του ΒΓ. Μια ευθεία (ε) εφάπτεται 
στο κύκλο στο Ε. Οι προεκτάσεις των ΟΒ, ΟΓ τέμνουν την ευθεία (ε) στα σημεία Ζ 
και Η αντίστοιχα . Να αποδείξετε ότι : 
α) ΒΓ//ΖΗ                        

Μονάδες 5 
β) ΟΖ=ΟΗ                          

Μονάδες 5 
γ) Αν Β μέσον της ΟΖ 

i. να αποδείξετε ότι 


4
ˆ 

ΖΟΗ
ΒΕΖ  ,                                                        

 Μονάδες 8 
ii. να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΖΟΗ.                           

Μονάδες 7 

 
 
Λύση 
α) Είναι ΟΕ ΖΗ  αφού ΖΗ εφαπτομένη του κύκλου στο Ε και ΟΕ ακτίνα 

Αφού Ε μέσο του ΒΕΓ  είναι  
 ΒΕ ΕΓ ΒΕ ΕΓ    οπότε ΟΕ ΒΓ  

Έτσι λοιπόν αφού ΟΕ ΖΗ  και ΟΕ ΒΓ  είναι ΖΗ//ΒΓ 
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β) Στο τρίγωνο ΟΖΗ η ΟΕ είναι διάμεσος και ύψος άρα το τρίγωνο ΟΖΗ είναι 
ισοσκελές με βάση τη ΖΗ οπότε ΟΖ=ΟΗ 
 

γ) i) Η ΒΕΖ  σχηματίζεται από την εφαπτομένη ΖΗ του κύκλου στο Ε και τη χορδή ΒΕ. 

Ακόμη η ΒΓΕ  είναι εγγεγραμμένη που βαίνει στο τόξο της χορδής ΒΕ οπότε    

  


 
ΒΟΓ

ΒΟΕ ΒΟΓ ΖΟΓ2ΒΕΖ ΒΓΕ
2 2 4 4

      

 
ii) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΕΖ έχουμε ότι  

ΟΖ
ΟΕ ΟΒ

2
   άρα  οΟΖΗ 30  

Ακόμη το τρίγωνο ΟΖΗ είναι ισοσκελές αφού ΟΖ=ΟΗ άρα   οΟΗΖ ΟΖΗ 30   
Τέλος στο τρίγωνο 

    ο ο ο ο οΟΖΗ ΟΗΖ ΖΟΗ 180 30 30 ΖΟΗ 180 ΖΟΗ 120          
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3784) 
Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΑΔ=ΒΓ. Αν Ε,Λ,Ζ,Κ,Ν,Μ είναι τα μέσα των ΑΒ, 
ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, ΔΒ και ΑΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι: 
α) Το τετράπλευρο ΕΜΖΝ ρόμβος.     

Μονάδες 8 
β) Η ΕΖ είναι μεσοκάθετος του ευθύγραμμου τμήματος ΜΝ.   

Μονάδες 7 
γ) ΚΕ=ΖΛ    

Μονάδες 5 
δ) Τα ευθύγραμμα τμήματα ΚΛ, ΜΝ, ΕΖ διέρχονται από ίδιο σημείο.   

Μονάδες 5 

 
 
Λύση 
α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι Ε μέσο ΑΒ και Μ μέσο ΑΓ άρα  

ΒΓ
ΕΜ / /

2
  

Στο τρίγωνο ΒΓΔ είναι Ν μέσο ΒΔ και Ζ μέσο ΓΔ άρα  
ΒΓ

ΖΝ / /
2
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Έτσι λοιπόν ΕΜ / / ΖΝ  οπότε το τετράπλευρο ΕΜΖΝ είναι παραλληλόγραμμο 
Στο τρίγωνο ΑΓΔ είναι Μ μέσο ΑΓ και Ζ μέσο ΓΔ άρα  

ΑΔ ΒΓΑΔ ΒΓ
ΜΖ ΜΖ ΜΖ ΕΜ

2 2



      

 οπότε το ΕΜΖΝ είναι ρόμβος 
 
β) Αφού ΕΜΖΝ ρόμβος οι διαγώνιοι του ΜΝ και ΕΖ διχοτομούνται και τέμνονται 
κάθετα οπότε η ΕΖ είναι μεσοκάθετος του ΜΝ. 
 
γ) Στο τρίγωνο ΑΒΔ είναι Κ μέσο ΑΔ και Ε μέσο ΑΒ άρα  

ΒΔ
ΚΕ / /

2
  (1) 

Στο τρίγωνο ΒΓΔ είναι Ζ μέσο ΓΔ και Λ μέσο ΒΓ άρα  
ΒΔ

ΖΛ / /
2

  (2) 

Έτσι λοιπόν ΚΕ=ΖΛ. 
 
δ) Από (1) και (2) έχουμε ότι ΚΕ//=ΖΛ άρα το τετράπλευρο ΚΕΛΖ είναι 
παραλληλόγραμμο οπότε ΚΛ και ΕΖ διχοτομούνται άρα έχουν κοινό μέσο. 
 
Επίσης ΕΖ και ΜΝ διχοτομούνται αφού ΕΜΖΝ είναι ρόμβος άρα ΕΖ και ΜΝ έχουν 
κοινό μέσο. 
 
Έτσι λοιπόν ΕΖ, ΜΝ, ΚΛ έχουν κοινό μέσο οπότε διέρχονται όλες από το ίδιο σημείο 
που είναι το κοινό τους μέσο 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3789) 
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Θεωρούμε το μέσο Μ της πλευράς ΑΔ και ΓΕ 
κάθετος από τη κορυφή Γ στην ευθεία ΜΒ (ΓΕ  ΜΒ) . Η παράλληλη από την 
κορυφή Δ στην ευθεία ΜΒ (Δx // ΜΒ) τέμνει τις ΒΓ και ΓΕ στα σημεία Ν , Ζ 
αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 
α) Το τετράπλευρο ΜΒΝΔ είναι παραλληλόγραμμο.           

                                                                        Μονάδες 7 
β) Το σημείο Ζ είναι μέσον του ευθυγράμμου τμήματος ΓΕ.   

Μονάδες 9 
γ) ΔΕ = ΔΓ 

Μονάδες 9 
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α) Α
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Επιπ
Αλλά

Οπότ

Έτσι

υποτ

ΔΖ 
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ΑΣΚ
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i. ΜΝ

ii. Ν

 

iii. Τ
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φού ΔΖ Γ
ν πλευρά ΕΓ

ΚΗΣΗ (4_3
νται οξυγώ
Η το ορθό
υγράμμων τ
α αποδείξε
Ν=ΛΚ  

  ΝΚ ΜΛ

Το τετράπλε

ων Α΄ Λυκείο

να έχουμε 
Ν άρα το τετ

ΓΕ  και Δ
ρίγωνο ΔΕΓ
ΜΒΝΔ παρ
ΑΔ άρα  

ο ορθογώνι

Γ οπότε ΕΝ

ναι ΝΖ ΓΕ
Ζ μέσο του Γ

ΓΕ  και Ζ μ
Γ του τριγών

3796) 
ώνιο τρίγων
όκεντρο το
τμημάτων Α
ετε ότι: 

2

ΑΗ
 .   

ευρο ΜΝΚ

ου 

«

ότι ΜΒ//Ν
τράπλευρο Μ

ΔΝ//ΜΒ θα
Γ 
ραλληλόγρα

ΑΒ
ΜΔ

2


ΒΓ
ΒΝ

2


ιο τρίγωνο 
ΒΓ

Ν ΝΓ
2

 

Ε  οπότε ΝΖ
ΓΕ. 

μέσο του Ε
νου ΔΕΓ άρ

νο ΑΒΓ, ΒΕ
ου τριγώνο
ΑΒ, ΑΓ, ΓΗ

ΚΛ είναι ορθ

 Γεωμε

«Θέμα Δ» 

 

ΝΔ και αφο
ΜΒΝΔ είνα

α είναι ΔΝ

αμμο ΜΔ=Β

ΑΒ ΒΓ

ΑΒΓΔ  παραλληλ

Β

2





Γ
 άρα Ν μέσ

ΒΕΓ η ΕΝ

Γ  άρα το τρ

Ζ ύψος και δ

Γ η ΔΖ είν
ρα το τρίγων

Ε ,ΓΖ, τα ύ
υ. Επίσης 
Η, ΒΗ αντί

θογώνιο.

τρία – Κεφά

ού το ΑΒΓ
αι παραλληλ

Ν ΓΕ  άρα

ΒΝ 

Γ

λόγραμμο

ΒΓ

2
 

σο της ΒΓ 

Ν είναι διάμ

ρίγωνο ΕΝΓ

διάμεσος στ

ναι ύψος κα
νο ΔΕΓ είνα

ύψη από τις
δίνονται τ
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άλαιο 5ο: Παρ

ΓΔ είναι πα
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α και ΔΖ 

μεσος που α

Γ είναι ισοσ
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αι ισοσκελέ
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ΓΕ  οπότ
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έζια 

9
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άδες 6 

άδες 6 
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 Γεωμε
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αποδείξετε
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2
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2

 (
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iii) Από (1) και (2) είναι ΜΝ / / ΛΚ  οπότε το τετράπλευρο ΜΝΚΛ είναι 
παραλληλόγραμμο άρα ΜΛ=ΝΚ, αφού Η ορθόκεντρο στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι 
ΑΗ ΒΓ  
 
Όμως ΛΚ//ΒΓ άρα ΑΗ ΛΚ  και αφού ΜΛ//ΑΗ είναι ΚΛ ΛΚ  
 
Έτσι λοιπόν το ΜΝΚΛ είναι παραλληλόγραμμο με μια ορθή γωνία άρα είναι 
ορθογώνιο. 
 
β)  Στο τρίγωνο ΑΒΓ το Μ είναι μέσο της ΑΒ και το Ο είναι μέσο της ΒΓ άρα ΜΟ//ΑΓ 
Όμως  

ΒΕ ΑΓ άρα ΜΟ ΒΕ  (5) 
Στο τρίγωνο ΗΒΓ το Κ είναι μέσο της ΗΓ και το Ο μέσο της ΒΓ άρα ΟΚ//ΒΗ οπότε 
ΟΚ//ΒΕ (6) 
Από (5) και (6) έχουμε ότι  

ΜΟ ΟΚ  άρα  οΜΟΚ 90  
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3798) 

Δίνεται ορθή γωνία  ˆxΟy  =900 και Α,Β σημεία των ημιευθειών Οy, Οx, με 

ΟΑ=ΟΒ. Η (ε) είναι ευθεία που διέρχεται από την κορυφή Ο και αφήνει τις 
ημιευθείεςΟx, Οy στο ίδιο ημιεπίπεδο. Η κάθετος από το σημείο Α στην (ε) την 
τέμνει στο Δ και η κάθετος από το σημείο Β στην (ε) την τέμνει στο Ε. 
Να αποδείξετε ότι: 
α) Τα τρίγωνα ΟΑΔ και ΟΕΒ είναι ίσα.                                                               

Μονάδες 7 
β) ΑΔ+ΒΕ=ΔΕ                                                                                                           

Μονάδες 7 

γ)  
ΔΕ

ΜΝ
2

   όπου ΜΝ είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα των ΔΕ 

και AB.  
Μονάδες 7 

δ) Το τρίγωνο ΔΜΕ είναι ορθογώνιο ισοσκελές.                                                     
Μονάδες 4 
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Μονάδες 7 
γ) Να αποδείξετε ότι: 
ί.    ΜΝ   ΑΓ             

Μονάδες 5 
ίί.   ΓΜ   ΑΝ             

Μονάδες 5 

 
 
Λύση 
α) Αφού ΑΒΓΔ τετράγωνο είναι ΓΔ//ΑΒ άρα και ΓΝ//ΑΒ οπότε ΔΝ//ΑΒ 
Στο τρίγωνο ΑΒΕ το Δ είναι μέσο της ΒΕ και ΔΝ//ΑΒ άρα το Ν μέσο της ΑΕ οπότε  

ΑΒ ΑΔ
ΔΝ ΜΔ

2 2
    

β) Αφού  

ΑΔ ΝΓ  είναι  οΑΔΝ 90  
Επίσης αφού ΔΝ=ΜΔ το τρίγωνο ΜΝΔ είναι ισοσκελές άρα  

 ΝΜΔ ΔΝΜ  
Έτσι λοιπόν   

    ο ο οΝΜΔ ΔΝΜ 90 2ΔΝΜ 90 ΔΝΜ 45 ΝΜΔ        
 
γ) i) Aφού ΜΝ//ΒΕ και ΒΕ ΑΓ  (οι διαγώνιοι τετραγώνου τέμνονται κάθετα) έχουμε 
ότι ΜΝ ΑΓ  
 
ii) Στο τρίγωνο ΑΓΝ τα ΑΔ και ΝΣ είναι ύψη άρα το Μ είναι το ορθόκεντρο οπότε και 
ΓΘ ΑΝ  άρα ΓΜ ΑΝ  
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3806) 
Δίνεται το τετράγωνο ΑΒΓΔ. Στη διαγώνιο ΑΓ θεωρούμε σημεία Ι, Ο, Η ώστε ΑΙ 
= ΙΟ = ΟΗ = ΗΓ . Αν Ε, Θ και Ζ τα μέσα των πλευρών ΔΓ, ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα 
να αποδείξετε ότι: 
α) Το τετράπλευρο ΟΖΓΕ είναι τετράγωνο.        

Μονάδες 7 

β)  
4


ΑΓ

ΖΗ  

Μονάδες 8 
γ) Το τετράπλευρο ΙΘΖΗ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, με ΘΖ = 2ΘΙ .            

Μονάδες 10 
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ΔΓ
ΟΕ ΟΕ ΕΓ

2
    

Οπότε το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΟΖΓΕ είναι ρόμβος άρα είναι τετράγωνο. 
 
β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΖΓ η ΖΗ είναι η διάμεσος που αντιστοιχεί στην 
υποτείνουσα άρα   

ΑΓ
ΟΓ

2

ΑΓ
ΟΓ ΑΓ2ΖΗ
2 2 4



    

 

γ) Στο  ΑΒΓ


  το Θ είναι μέσο της ΑΒ και το Ζ μέσο της ΒΓ άρα  
ΑΓ ΑΙ ΙΟ ΟΗ ΗΓ 2ΙΟ 2ΟΗ 2ΙΗ

ΘΖ / / ΙΗ
2 2 2 2

   
      

Οπότε το τετράπλευρο ΘΖΗΙ είναι παραλληλόγραμμο 
Ακόμη το τρίγωνο ΟΖΓ είναι ισοσκελές αφού ΟΖ=ΖΓ οπότε η διάμεσος ΖΗ είναι και 

ύψος άρα  οΖΗΙ 90  οπότε το παραλληλόγραμμο ΘΖΗΙ είναι ορθογώνιο 
παραλληλόγραμμο. 
 
Αφού ΘΖΗΙ παραλληλόγραμμο είναι  

ΑΓ ΑΓ
ΘΖ ΙΗ 2 2ΖΗ 2ΘΙ

2 4
      

διότι ΖΗ=ΘΙ (ΘΖΗΙ παραλληλόγραμμο) 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3808)     

Θεωρούμε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α = 90ο), τα μέσα Δ, Ε, Ζ των πλευρών 

του και το ύψος του ΑΚ. Έστω Θ είναι το σημείο τομής των ΑΖ και ΔΕ.  

α) Να αποδείξετε ότι:  

i. Το τετράπλευρο ΑΔΖΕ είναι ορθογώνιο.                                              

                                                           Μονάδες 8  

ii. 
4


     

Μονάδες 7 

β) Αν επιπλέον είναι γωνία  030   

i. Nα βρείτε τη γωνία   

Μονάδες 5 

ii. Να αποδείξετε ότι 
4


   

Μονάδες 5 
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2
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/ E

2
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ΑΘ 

αι μέσο της 

ΒΓ
ΒΓ2

2 4
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ο της ΒΓ κα

2AΔ
EZ / /

2


είναι παρ
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παραλληλό

ΑΖ ΔΕ

2 2
 

ΑΒ και το 

ΒΓ
ΔΕ

2


 

τρία – Κεφά

αι το Ε μέσο

Δ
ΕΖ / / 

αλληλόγρα

όγραμμο είν
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Ε μέσο της 

άλαιο 5ο: Παρ

ο της ΑΓ άρ

ΑΔ  
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ΑΓ άρα  
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φού Α 90

Ε και το Θ 
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1
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είναι 
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β) i) Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι    ο ο ο οΑΒΓ ΑΓΒ 90 ΑΒΓ 30 90 ΑΒΓ 60        

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ αφού  οΑΓΒ 30  είναι  

ΒΓ
ΑΒ ΒΖ

2
   άρα το τρίγωνο ΑΒΖ είναι ισοσκελές οπότε   οΒΑΖ ΑΒΖ 60  . 

Έτσι λοιπόν στο τρίγωνο ΑΒΖ είναι   

    ο ο ο ο οΒΖΑ ΖΒΑ ΖΑΒ 180 ΒΖΑ 60 60 180 ΒΖΑ 60          

 

ii) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΚ αφού  οΚΒΑ 60  έχω  

   ο ο ο οΚΒΑ ΒΑΚ 90 60 ΒΑΚ 90 ΒΑΚ 30        

Άρα  

ΒΓ
ΑΒ ΒΓ2ΒΚ
2 2 4

    

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3810)    

Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) ισχύει ΑΒ + ΓΔ = ΑΔ. Αν η διχοτόμος της γωνίας 

 030  τέμνει την ΒΓ στο Ε και την προέκταση της ΔΓ στο Ζ, να αποδείξετε ότι:   

α) Το τρίγωνο ΔΑΖ είναι ισοσκελές.                        

Μονάδες 7 

β) Το Ε είναι το μέσο της ΒΓ.                             

Μονάδες 10 

γ) Η ΔΕ είναι διχοτόμος της γωνίας   του τραπεζίου.   

Μονάδες 8 

 

 

Λύση 
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δείξαμε παρ

αι ΕΓΖ Ε


γωνο ΔΑΖ 

ι και διχοτό
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τε τη γωνία

ου 

«
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1
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άλαιο 5ο: Παρ
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γ) Ισχύει ότι  

  ο οφ φ
ΑΖΔ ΕΖΒ 90 90

2 2
      

άρα το τρίγωνο ΔΖΕ είναι ορθογώνιο στο Ζ 

Αφού Ο μέσο της υποτείνουσας ΕΔ στο τρίγωνο ΔΖΕ είναι  

ΔΕ
ΖΟ ΖΟ ΔΟ ΟΕ

2
     

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΔΟΑ και ΟΑΖ  

1) ΟΑ κοινή  

2) ΑΔ=ΑΖ (από δεδομένα) 

3) ΟΔ=ΟΖ (το δείξαμε παραπάνω) 

Από Π-Π-Π είναι ΔΟΑ ΟΑΖ
 

   άρα  ΔΑΟ ΟΑΖ  οπότε η ΟΑ είναι διχοτόμος της 

ΔΑΒ  στο ισοσκελές τρίγωνο ΔΑΖ άρα και μεσοκάθετος της ΔΖ 

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΖΟΒ και ΕΟΒ  

1) ΟΒ κοινή  

2) ΖΒ=ΒΕ (από δεδομένα) 

3) ΟΖ=ΟΕ (το δείξαμε παραπάνω) 

Από Π-Π-Π είναι ΖΟΒ ΕΟΒ
 

   άρα  ΖΒΟ ΕΒΟ  οπότε η ΟΒ είναι διχοτόμος της 

ΕΒΖ  στο ισοσκελές τρίγωνο ΕΒΖ άρα και μεσοκάθετος της ΖΕ 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3812)     

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ, με ΑΒ > ΑΔ. Θεωρούμε σημεία Κ, Λ, των ΑΔ 

και ΑΒ αντίστοιχα ώστε ΑΚ = ΑΛ. Έστω Μ το μέσο του ΚΛ και η προέκταση του 

ΑΜ (προς το Μ) τέμνει τη ΔΓ στο σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι: 

α) ΑΔ =ΔΕ.    

Μονάδες 8 

β) ΒΓ + ΓΕ = ΑΒ.    

Μονάδες 10 

γ)  2     

Μονάδες 7 
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είναι παραλληλόγραμμο άρα οι διαγώνιοι του ΕΗ και ΔΓ διχοτομούνται 

 

γ) Αφού οι διαγώνιοι ΕΗ και ΔΓ διχοτομούνται το Μ αποτελεί μέσο της ΕΗ 

 

Το τρίγωνο ΕΑΗ είναι ορθογώνιο στο Α με διάμεσο την ΑΜ οπότε  

EH
AM EM

2
   

άρα το τρίγωνο ΑΕΜ είναι ισοσκελές με βάση την ΑΕ οπότε  

    

Όμως      αφού το τρίγωνο ΑΔΜ είναι ισοσκελές άρα  

     

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3820)    
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο AB  με την γωνία A  ορθή και τυχαίο σημείο   της 
πλευράς AB . 
Έστω K, M, N  τα μέσα των , B , B    αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

(α) Το τετράπλευρο KMN  είναι παραλληλόγραμμο 
Μονάδες 8 

(β) Το τετράπλευρο AKMN  είναι ισοσκελές τραπέζιο 
Μονάδες 9 

(γ) Η διάμεσος του τραπεζίου AKMN  είναι ίση με 
AB

2
 

Μονάδες 8 

 
 
Λύση 
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(α) Στο τρίγωνο B  η KM  ενώνει τα μέσα των πλευρών   και B .  
Άρα KM / / B . 
Eπίσης στο ίδιο τρίγωνο, η MN  ενώνει τα μέσα των πλευρών B  και B  άρα 

MN / /  
Συνεπώς το τετράπλευρο KMN  είναι παραλληλόγραμμο διότι έχει τις απέναντι 
πλευρές του παράλληλες. 
 
(β) Δείξαμε από το (α) ερώτημα, ότι KM / /AN . Για να δείξουμε ότι το τετράπλευρο 

KMNA  είναι τραπέζιο, αρκεί να δείξουμε ότι οι πλευρές AK  και MN  δεν είναι 
παράλληλες.  
Πράγματι αν ήταν AK / /MN , τότε από το σημείο K  θα είχαμε δύο παράλληλες προς 
την MN , μία την KA και την άλλη την K  (λόγω του παραλληλογράμμου KMN ). 
Τούτο όμως αντίκειται στο Ευκλείδειο αίτημα. 
Δείξαμε λοιπόν ότι το τετράπλευρο KMNA  είναι τραπέζιο.  
Επίσης έχουμε: MN K   (ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου) και 

AK
2


  (διότι η AK  είναι διάμεσος προς την υποτείνουσα του ορθογωνίου  

τριγώνου A ), άρα AK K  . 
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι AK MN  και άρα το τραπέζιο KMNA  είναι ισοσκελές. 
 
(γ) Για την διάμεσο του πιο πάνω τραπεζίου έχουμε:  

B
A NKM AN NB A N AB2EZ

2 2 2 2

        
     

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3822)    

Δίνεται παραλληλόγραμμο AB  με τη γωνία του B  να είναι ίση με 070  και το 
ύψος του AE. Έστω Z  σημείο της B   ώστε BE EZ . 
α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο AZ  είναι ισοσκελές τραπέζιο.  

Μονάδες 8 
β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τραπεζίου  AZ  

Μονάδες  9 

γ) Αν M   το μέσο του B  να αποδείξετε ότι 
A

EM
2


  



Τράπ

lisari

 
Λύση
α) Η 
), όμ

AZ,

 Άρα
β) Εί

Εξάλ

Επομ

γ) Το
διχοτ

ΑΣΚ

Δίνετ
A κ
οποί
(α) Τ

(β) M

(γ) Τ

πεζα Θεμάτω

i – team 

η 
AE  είναι μ

μωςAB  

  δεν είνα

α το AZ  
ίναι  

λλου από το

μένως οι γω

ο M  είναι κ
τομούνται. Ά

ΚΗΣΗ (4_3

ται ορθογώ
και την διά
α την τέμνε
Το τρίγωνο 

ME M  

Το A E   εί

ων Α΄ Λυκείο

μεσοκάθετο
 , από το π

αι παράλλη

είναι ισοσκ

ο παραλληλό

ωνίες του ισο

̂

και μέσο της
Άρα η 

3824)  

ώνιο τρίγων
άμεσό του A
ει στο E . N
AMB  είνα

B

4


  

ίναι ισοσκε

ου 

«

ος του BZ , 
αραλληλόγρ

λες, αφού A

κελές τραπέ

 B AZB
όγραμμο A

οσκελούς τρ
ˆ ZA 7   

ς A , αφού
 είναι διάμε

 

νο AB  με
AM . Από τ
Nα αποδείξ
αι ισόπλευρ

ελές τραπέζ

 Γεωμε

«Θέμα Δ» 

άρα το τρίγ
ραμμο, Οπό

AB ||   . 

ζιο. 

070 A 
AB  είναι 
 0ˆB 70  
ραπεζίου είν

070 , AZ 
 

ύ οι διαγών
εσος του ορ

A
EM

2
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Λύση 

(α) Αφού oˆ 30  , άρα 
B

AB BM
2


  . Επίσης αφού η AM  είναι διάμεσος προς την 

υποτείνουσα στο ορθογώνιο τρίγωνο AB , έπεται ότι 
B

AM BM
2


  .  

 
Άρα AB AM BM   και άρα το τρίγωνο AMB  είναι ισόπλευρο. 
 
(β) Τα ορθογώνια τρίγωνα A M  και M E  έχουν:  

 AM M   (διότι 
B

AM
2


 ) και  

  AM ME   , ως κατακορυφήν) 
Άρα τα εν λόγω τρίγωνα είναι ίσα και άρα θα έχουν και ME M  .  
 
Όμως αφού το τρίγωνο ABM  είναι ισόπλευρο, το ύψος του A  θα είναι και διάμεσος.  
Άρα 

B
MB B2M

2 2 4




    . 

 
(γ) Αφού  

o oˆ 30 AM 30     , (εφόσον  το τρίγωνο AM  είναι ισοσκελές). 
Άρα  

 oMA 120   oEM 120    , (ως κατακορυφήν). 
Όμως ME M   (από την ισότητα των πιο πάνω τριγώνων). Άρα  

  oME M E 30    . 
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Aφού λοιπόν   oAE EA( 30 )    , θα είναι E / / A  .  

 
Θα δείξουμε τώρα ότι οι ευθείες E  και A  δεν είναι παράλληλες.  
Έχουμε:  
 oAM 30   , (διότι αφού η A  είναι ύψος στο ισόπλευρο τρίγωνο AMB , θα είναι και 

διχοτόμος.) 
Επίσης  
 oE M 30   (αφού  E M MA    λόγω της ισότητας των τριγώνων E M  και AM . 

 
Έχουμε λοιπόν:  
     E A A E M M A AM MA           o o o o o o30 30 30 30 120 180      

 
Άρα οι ευθείες E  και A  δεν είναι παράλληλες και άρα το A E   είναι τραπέζιο. 
Επίσης από την ισότητα των τριγώνων EM  και MA  έπεται ότι E A   . Άρα το 
τραπέζιο A E   είναι ισοσκελές. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3904)    
α) Σε ορθογώνιο AB  θεωρούμε K, , M, N  τα μέσα των πλευρών του 

AB, B , , A    αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο K MN  είναι 

ρόμβος.  
Μονάδες 15  

β)  Σε  ένα  τετράπλευρο  AB   τα  μέσα  K, , M, N των  πλευρών  του  

AB, B , , A    αντίστοιχα  είναι  κορυφές  ρόμβου.  Το  τετράπλευρο  AB ,  

πρέπει  να  είναι απαραίτητα ορθογώνιο; Να τεκμηριώσετε τη θετική ή αρνητική 
σας απάντηση. 

Μονάδες 10  

 
Λύση 

 
α) Το K MN  είναι παραλληλόγραμμο αφού ενώνει τα μέσα των πλευρών του 
ορθογωνίου AB  (από εφαρμογή 1 σελ. 106). Είναι  

B
KN

2


  και 

A
K

2
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αφού τα τμήματα KN, K  ενώνουν τα μέσα δύο πλευρών των τριγώνων AB  και 

AB  αντίστοιχα.  
Όμως B A    ως διαγώνιοι ορθογωνίου, έτσι και KN K   
Άρα το K MN  είναι ρόμβος αφού είναι παραλληλόγραμμο με δύο διαδοχικές πλευρές 
ίσες. 
 
β) Αν το K MN  είναι ρόμβος τότε το τετράπλευρο AB  δεν είναι απαραίτητα 
ορθογώνιο αφού αρκεί οι διαγώνιοι του να είναι ίσοι ώστε να συμβαίνουν όλα τα 
παραπάνω. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3906)      
Εκτός τριγώνου AB  κατασκευάζουμε τετράγωνα AB E,A ZH  . Αν M   το μέσο 

του B  και   σημείο στην  προέκταση της AM   τέτοιο , ώστε AM M   να 

αποδείξετε ότι:  
α) AE   

(Μονάδες 10)  
β) Οι γωνίες A , EAH  είναι ίσες.  

(Μονάδες 10)  
γ) Η προέκταση της MA (προς το A ) τέμνει  κάθετα την EH .  

(Μονάδες 5) 

 
 

 

Λύση 
α) To AB  είναι παραλληλόγραμμο, διότι οι διαγώνιες A , B   διχοτομούνται. 

Επομένως AB AE    
 

β) Οιγωνίες A ,EAH
 

  είναι ίσες, διότι είναι παραπληρωματικές της γωνίας BA
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γ) Τα τρίγωνα A ,AEH   είναι ίσα, διότι A AH, AE,A EAH
 

       

Επομένως : 

0PAE PEA PAE A PAE BA 90
     

        , 

διότι 0EAB 90


 . 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3908)      

Δυο ίσοι κύκλοι  O,  και  K, εφάπτονται εξωτερικά στο σημείο E . Αν OA  και 

OB  είναι τα εφαπτόμενα τμήματα από το σημείο O  στον κύκλο  K,  να 

αποδείξετε ότι: 
α) AE BE  

Μονάδες 9  

β) AOK 30  
Μονάδες 8  

γ) Το τετράπλευρο AKBE  είναι ρόμβος.     
Μονάδες 8 

 
 

Λύση 
α) Τα τρίγωνα AOK  και BOK  είναι ίσα αφού έχουν: 

 OK  κοινή πλευρά,  

 KA KB     και  

 OA OB  ως εφαπτόμενα τμήματα. 
Έτσι  

   AOK BOK 1  

Τα τρίγωνα AOE  και BOE  είναι ίσα αφού έχουν: 

 OE  κοινή πλευρά,  

  AOK BOK  από   1  και  
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 OA OB  ως εφαπτόμενα τμήματα. 
Άρα και AE BE  
 
β) Είναι KA OA  (ακτίνα στο σημείο επαφής), AK    και OK 2   

Άρα AOK 30  διότι στο ορθογώνιο  τρίγωνο AOK  η μία κάθετη πλευρά  AK  είναι 

το μισό της υποτείνουσας  OK  . 

 
γ) Είναι  

OK
AE AE

2
     

 αφού η AE  είναι διάμεσος στην υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου AOK . 
Ομοίως είναι και BE AE    

Άρα AE BE BK KA      δηλαδή το τετράπλευρο AKBE  είναι ρόμβος αφού έχει 

όλες τις πλευρές του ίσες. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3911)  
α) Σε ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ θεωρούμε Κ, Λ, Μ, Ν τα μέσα των πλευρών του 
ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΚΛΜΝ είναι 
ρόμβος.  

(Μονάδες 13) 
β) Σε ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ τα μέσα Κ, Λ, Μ, Ν των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, 
ΔΑ αντίστοιχα είναι κορυφές ρόμβου. Για να σχηματίζεται ρόμβος το ΑΒΓΔ πρέπει 
να είναι ισοσκελές τραπέζιο; Να αιτιολογήσετε πλήρως τη θετική ή αρνητική 
απάντησή σας. 

(Μονάδες 12) 

 
Λύση 
α) Από γνωστή εφαρμογή γνωρίζουμε ότι,  
«αν ενώσουμε τα μέσα πλευρών τετράπλευρου, σχηματίζεται παραλληλόγραμμο». 
Επομένως το ΚΛΜΝ είναι παραλληλόγραμμο, αφού οι κορυφές του είναι μέσα των 
πλευρών του ΑΒΓΔ.  
Θα δείξουμε ότι ΝΚ = ΚΛ. 

Στο τρίγωνο ΑΒΔ, τα Ν, Κ ενώνουν τα μέσα των πλευρών, άρα / /
2


   

Όμοια, στο τρίγωνο ΑΒΓ, τα Κ, Λ ενώνουν τα μέσα των πλευρών, άρα / /
2


   

Όμως σε ισοσκελές τραπέζιο οι διαγώνιες ΑΓ και ΒΔ είναι ίσες, οπότε ΝΚ = ΚΛ.  
 
Άρα το ΚΛΜΝ είναι ρόμβος (παραλληλόγραμμο + 2 διαδοχικές πλευρές ίσες).  
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Ομοίως έχουμε ότι: 

B
M / /

2


   

Άρα συμπεραίνουμε ότι KN / / M   και άρα το τετράπλευρο K MN  είναι 
παραλληλόγραμμο. (Το παραπάνω συμπέρασμα προκύπτει άμεσα από γνωστή εφαρμογή 
του σχολικού βιβλίου) 
 
Επίσης αφού είναι KN / /B  και K / /A   , (διότι η K  ενώνει τα μέσα δύο πλευρών 

στο τρίγωνο AB ), και αφού   oAOB 90  (διότι οι διαγώνιοι ρόμβου τέμνονται 

καθέτως), τότε θα είναι και  oNK 90  , εφόσον οι γωνίες AOB  και NK  έχουν τις 
πλευρές τους παράλληλες μία προς μία. Δείξαμε λοιπόν ότι το παραλληλόγραμμο 
K MN  έχει μία γωνία ορθή άρα είναι ορθογώνιο. 
 
(β) Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα A K  και BKN , τα οποία έχουν:  

 AK KB  (διότι το K  είναι μέσον του AB) και  

 A BN   (ως μισά των  ίσων τμημάτων A  και B ). 
 Άρα τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα και άρα θα έχουν και K KN  .  
Όμως επί πλέον το τετράπλευρο KNM  είναι παραλληλόγραμμο  
 
[διότι: 

B
K / /

2


   , (αφού ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του τριγώνου AB )  και 

B
MN / /

2


  , (αφού ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του τριγώνου B ). Δηλαδή είναι 

K / / MN  ].  
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Έτσι , αφού το παραλληλόγραμμο K MN  έχει δύο διαδοχικές πλευρές του ίσες, άρα 
θα είναι ρόμβος.  
 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3926)      
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο AB  με AB A  , τυχαίο σημείο M  της βάσης  του 
B  και το ύψος του BH . Από το M  φέρουμε κάθετες M , ME  και M  στις 

AB,A  και BH  αντίστοιχα.  Να αποδείξετε ότι:  

α) Το τετράπλευρο MEH  είναι ορθογώνιο. 
Μονάδες 9  

β) B M    
Μονάδες 9  

γ) Το άθροισμα  M ME BH    
Μονάδες 7 

 
 
Λύση 

α) Είναι  ˆ H E 90     , δηλαδή το τετράπλευρο MEH  είναι ορθογώνιο αφού έχει 
τρείς ορθές γωνίες. 
 

β) Είναι M / / H   ως κάθετες στη BH , έτσι  ˆMB    ως εντός εκτός και επί τα 
αυτά. 
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Τα ορθογώνια τρίγωνα B M  και B M  είναι ίσα αφού έχουν BM  κοινή πλευρά και 
   ˆMB B     

 B M 1   .  

 

γ) Είναι  ME H 2   από το ορθογώνιο MEH . 

   1 , 2

M ME   B H M ME BH           
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3932)    
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΓ > ΑΒ και Δ, Ε, Ζ τα μέσα των πλευρών του ΒΓ, ΑΓ, 
ΑΒ αντίστοιχα. Αν η διχοτόμος της γωνίας Β τέμνει την ΖΕ στο σημείο Μ και την 
προέκταση της ΔΕ στο σημείο Ν, να αποδείξετε ότι: 
α) Το τετράπλευρο ΖΕΔΒ είναι παραλληλόγραμμο.   

                                          (Μονάδες 7) 
β) Τα τρίγωνα ΒΖΜ και ΜΕΝ είναι ισοσκελή.      

                                         (Μονάδες 10) 
γ) ΒΖ + ΝΕ =ΔΓ.               

(Μονάδες 8) 

 
 
Λύση 
α) Επειδή στο τρίγωνο  AB  είναι Z  μέσο της πλευράς  και E  μέσο της πλευράς 

A  είναι ZE / /B  και 
B

ZE B
2


    αφού   μέσο της πλευράς B . Επομένως η 

πλευρά   είναι παράλληλη και ίση με την πλευρά B  που σημαίνει ότι το 
τετράπλευρο ZE B είναι παραλληλόγραμμο.  
Επομένως ZE B   (1) 
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β) Αφού είναι ZM / /B  τότε είναι 1 1
ˆ ˆB M ως εντός εναλλάξ, και επειδή 1 2

ˆ ˆB B  

αφού   διχοτόμος θα είναι και 2 1
ˆ ˆB M  που σημαίνει ότι το τρίγωνο   είναι  

ισοσκελές. Άρα και BZ ZM (2). Ομοίως είναι 2
ˆ ˆB N  ως εντός εναλλάξ διότι 

AB / /N  αφού το ZE B  είναι παραλληλόγραμμο και επειδή 1 2
ˆ ˆB B  και 1 2

ˆ ˆM M  

ως κατακορυφήν θα είναι και 2
ˆ ˆM N . Συνεπώς το τρίγωνο   είναι ισοσκελές. 

Επομένως και ME EM  (3). 
 
γ)Με τη βοήθεια των ισοτήτων (2),(3),(1) έχουμε  

BZ NE ZM ME ZE B         
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3938)    
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, ΑΜ διάμεσός του και Κ το μέσο του ΑΜ. Αν η προέκταση 
της ΒΚ τέμνει την ΑΓ στο σημείο Ν, και Λ είναι το μέσο του ΓΝ, να αποδείξετε 
ότι: 
α) Το σημείο Ν είναι μέσο του ΑΛ.    

(Μονάδες 9) 

β)       
  (Μονάδες 9) 

γ) ΒΚ = 3ΚΝ  
(Μονάδες 7) 

 
 
Λύση 
α) Στο τρίγωνο AB είναι M  μέσο της πλευράς B  και   μέσο της A . Τότε είναι 

M / /BN  και 
BN

M
2

    (1). Επομένως και KN / /M . Αντιστρόφως στο τρίγωνο 

AM  αφού είναι K μέσο της   και KN / /M  τότε το N  είναι μέσο της πλευράς 
A  και επομένως θα είναι και  

M
KN M 2KN

2


      (2) 

 

β) Η γωνία ˆKMB  και η ˆKM  είναι παραπληρωματικές. Επομένως είναι  
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0ˆ ˆKM 180 KM    (3). 

Επίσης είναι ˆ ˆAKN BKM  (4)  ως κατακορυφήν.  
Επομένως στο τρίγωνο   έχουμε ότι  

(4)
0 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆKBM BKM KMB 180 KBM AKN 180 KMB        (5) 

Από τις σχέσεις (3) και (5) προκύπτει το ζητούμενο   
ˆ ˆ ˆKM KBM AKN    

 
γ) Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε ότι  

BN
2KN BN 4KN BK KN 4KN BK 3KN

2
         

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3945)    
Δίνεται τρίγωνο AB  με B 2A   . Έστω AM  διάμεσος του AB  και K,  τα 

μέσα των M  και AB  αντίστοιχα.   
Να αποδείξετε  ότι:  

α)  MA AM    
Μονάδες 7  

β) M MK   
Μονάδες 9  

γ) Η AM  είναι διχοτόμος της γωνίας AK  
Μονάδες 9 

 
 
Λύση 

α) Είναι 
B

M
2


    αφού το M  είναι μέσο της B   και 

B
A

2


    από υπόθεση. 

Έτσι M A    . Δηλαδή το τρίγωνο AM  είναι ισοσκελές οπότε  
 MA AM      

 
β) Είναι  



Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 5ο: Παρ/μα - Τραπέζια 

lisari – team «Θέμα Δ»  

125 

M B
MK MK

2 4

 
     και  

A B
M M

2 4

 
      

αφού το τμήμα M  ενώνει τα μέσα των πλευρών AB, B  του τριγώνου AB  και 

ισχύει 
A

N / /
2


   . Έτσι M MK   

 
γ) Τα τρίγωνα A M  και AMK  είναι ίσα αφού έχουν: 

 AM  κοινή πλευρά,  

 M MK  από (β) ερώτημα και 

  MA AMK     (αφού  MA MA      ως εντός εναλλάξ των M / /A    

που τέμνονται από την AM  και  MA AM      από (α) ερώτημα). 

 

Άρα  AM MAK   δηλαδή η AM  είναι διχοτόμος της γωνίας AK  
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3948)    
Δίνεται τετράπλευρο AB  με AB   και M, N, K  τα μέσα των A , B , B     

αντίστοιχα. Αν οι προεκτάσεις των ΑΒ και ΔΓ τέμνουν την προέκταση της MN  
στα σημεία E  και Z  αντίστοιχα να αποδείξετε ότι:  
α) MK KN  

Μονάδες 13  

β)  MEA MZ   
Μονάδες 12 

 
 
Λύση 
α) Είναι  

 AB
MK / / 1

2
   και  KN / / 2

2


  

γιατί τα τμήματα MK, KN   ενώνουν τα μέσα δύο πλευρών των τριγώνων AB   και 

B  αντίστοιχα. 
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Όμως είναι AB   από την υπόθεση, έτσι από    1 , 2 MK KN   

 

β) Αφού MK KN  το τρίγωνο MKN  είναι ισοσκελές, οπότε    KMN KNM 3  

Είναι    MEA KMN 4  ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων MK,AB που τέμνονται 

από την AE . 
   MZ KNM 5   ως εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων KN,A  που 

τέμνονται από την MZ . 

Από τις    4 , 5 λόγω της  3  συμπεραίνουμε ότι  MEA MZ   

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3954)    
Δίνεται παραλληλόγραμμο AB  και στην προέκταση της A  θεωρούμε σημείο 
E  τέτοιο ώστε E    ενώ στην προέκταση της ΑΒ θεωρούμε σημείο Z  τέτοιο 
ώστε BZ B  .   
α) Να αποδείξετε ότι:  

i.  B Z E    .  
Μονάδες 10  

ii. τα σημεία Z, , E  είναι συνευθειακά.  

Μονάδες 10  
β) Ένας μαθητής για να αποδείξει ότι τα σημεία Z, , E είναι συνευθειακά ανέπτυξε 

τον παρακάτω συλλογισμό. « Έχουμε:  B Z E     (ως εντός εκτός και επί τα αυτά 
μέρη των παραλλήλων E  και B  που τέμνονται από τη ZE   και  
 B E    (ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων E  και B που τέμνονται από 

την   ). Όμως   E E E 180         (ως άθροισμα των γωνιών του τριγώνου 

E  ). Άρα σύμφωνα με τα προηγούμενα:   E B B Z 180      .  
Οπότε τα σημεία Z, , E  είναι συνευθειακά.»     

Όμως ο καθηγητής υπέδειξε ένα λάθος στο συλλογισμό αυτό. Να βρείτε το λάθος 
στο συγκεκριμένο συλλογισμό. 

Μονάδες 5 
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Λύση 

α) i) Είναι  BZ E    ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών   ˆB,  αντίστοιχα του 

παραλληλογράμμου. 
Άρα τα ισοσκελή τρίγωνα BZ  και E  έχουν τις γωνίες των κορυφών τους ίσες, 

οπότε τα είναι και οι γωνίες των βάσεων ίσες, δηλαδή  B Z E   . 
 

ii.    B E 1    ως εντός και εναλλάξ. 

        
1 , i E

B Z B E   E E E   180


              
   B Z E E       

Άρα τα σημεία Z, , E  είναι συνευθειακά 

 
β) Το λάθος του μαθητή είναι στο κομμάτι: 

« Έχουμε:  B Z E     (ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων E  και 
B  που τέμνονται από τη ZE )» .  Θεώρησε τηνZ E ευθεία, πράγμα το οποίο ζητείται 
να αποδειχθεί. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3994) 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο AB  με AB A  και , E  τα μέσα των πλευρών του 

AB  και A  αντίστοιχα. Στην προέκταση της E  (προς το E ) θεωρούμε σημείο 
   ώστε E AE   και στην προέκταση της E (προς το  ) θεωρούμε σημείο K  
τέτοιο ώστε K A   .   
Να αποδείξετε ότι:  
α) K E    

Μονάδες 6 
β) Τα τρίγωναAKB  και A  είναι ορθογώνια. 

Μονάδες 9 
γ) Τα τρίγωνα AKB  και A   είναι ίσα. 

Μονάδες 10 

 
Λύση 
α) Είναι  

 AB
K A 1

2
      και  A

E AE 2
2


    

     
AB A

1 , 2 E K 3
 

     

 
β) Στο τρίγωνο A  η E  είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην A  και είναι 

A
E

2


  , δηλαδή το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 

Για τον ίδιο λόγο και το τρίγωνο AKB είναι ορθογώνιο. 
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γ) Τα τρίγωνα A  και AEK  είναι ίσα από       αφού έχουν: 

 A AE   ως μισά των ίσων τμημάτων AB,A  

 KE   ως αθροίσματα των ίσων τμημάτων E, K    με το E  

  AE A E    ως γωνίες στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου A E  
 

Άρα και  A AK 3   

 
Οπότε τα ορθογώνια τρίγωνα AKB και A   είναι ίσα αφού έχουν AB A   και  
A AK   
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4555)  
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και από το μέσο Μ του ΒΓ φέρουμε ευθύγραμμο τμήμα ΜΔ 
ίσο και παράλληλο με το ΒΑ και ευθύγραμμο τμήμα ΜΕ ίσο και παράλληλο με το 
ΓΑ (τα σημεία Δ και Ε είναι στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από τη ΒΓ και το σημείο 
Α).  
Να αποδείξετε ότι: 
 
α) Τα σημεία Δ, Α, Ε είναι συνευθειακά.        

(Μονάδες 10) 
β) Η περίμετρος του τριγώνου ΜΔΕ είναι ίση με την περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ.  

   (Μονάδες 9) 
γ) Όταν ένας καθηγητής έθεσε το ερώτημα αν τα σημεία Δ, Α, Ε είναι συνευθειακά 
στους μαθητές του, ένας από αυτούς έκανε το παρακάτω σχήμα και απάντησε ως 
εξής: 
 
 

1 1    (εντός εναλλάξ των ΑΒ//ΜΔ που τέμνονται από ΑΖ) 
 

2   (εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των ΑΒ//ΜΔ που τέμνονται από ΔΕ) 
 

Όμως    0
1 3 180      (άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΔΖ). Άρα σύμφωνα 
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με τα προηγούμενα έχουμε:    0
1 2 3 180     . Οπότε Δ, Ε, Α συνευθειακά. 

 
Όμως ο καθηγητής είπε ότι υπάρχει λάθος στο συλλογισμό. Μπορείτε να 
εντοπίσετε το λάθος του μαθητή;        

                                                               (Μονάδες 6) 

 
 
Λύση 
α) Αρχικά τα τετράπλευρα ΑΔΜΒ, ΑΕΜΓ είναι παραλληλόγραμμα αφού έχουν δύο 
απέναντι πλευρές ίσες και παράλληλες (από τα δεδομένα της άσκησης).  
 
Οπότε, ΑΕ // ΜΓ και ΑΔ // ΜΒ, δηλαδή ΑΕ // ΒΓ και ΑΔ // ΒΓ, άρα από το 5ο 
Ευκλείδειο αίτημα, από σημείο Α εκτός ευθείας ΒΓ άγεται μοναδική παράλληλη προς 
αυτή, οπότε η ΕΑΔ είναι ευθεία, δηλαδή τα σημεία Ε, Α, Δ είναι συνευθειακά.  
 

β) Θα δείξουμε ότι: 
 

     

Έχουμε,  

 ύ













   

         

    

 









 

 
γ) Ο συλλογισμός του μαθητή είναι εσφαλμένος στο εξής σημείο: 
 

«  
2   (εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των ΑΒ//ΜΔ που τέμνονται από ΔΕ)» 

 
δηλαδή δέχεται ότι η ΔΕ είναι ευθεία! Οπότε έχουμε κυκλικό συλλογισμό.  
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ΑΣΚΗΣΗ (4_ 4559)      

Δίνονται δυο παράλληλες ευθείες    και   , και μια τρίτη που τις τέμνει στα 

σημεία A  και B  αντίστοιχα. Θεωρούμε τις διχοτόμους των εντός και επί τα αυτά 
μέρη γωνιών που σχηματίζονται, οι οποίες τέμνονται σε σημείο   .  
Αν M  είναι το μέσον του AB  , να αποδείξετε ότι:   
α) Η γωνία B A  είναι ορθή 

Μονάδες 9  

β)  BM 2M A    
Μονάδες 8 

γ)  M / /   
Μονάδες 8 

 
 
Λύση 
α) Είναι  

   BAx ABy 180
BA AB 90

2 2 2


        

αφού οι γωνίες  BAx, ABy  είναι παραπληρωματικές ως εντός και επί τα αυτά. 

Έτσι το τρίγωνο A B  είναι ορθογώνιο αφού έχει τις δύο γωνίες του συμπληρωματικές, 

οπότε B A 90   
 
β) Η M  είναι διάμεσος στην υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου AM  δηλαδή  

AB
M AM MB

2
     

και το τρίγωνο AM  είναι ισοσκελές οπότε    M A MA 1    

Η BM  είναι εξωτερική του τριγώνου AM  και είναι: 

      
1

BM M A MA BM 2M A         

 

γ) Από το ισοσκελές τρίγωνο  MB M MB    είναι    MB M B 2    και 

   MB Bx 3    

Από        2 , 3 MB Bx 3     
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Άρα M / /   γιατί σχηματίζονται εντός εναλλάξ γωνίες ίσες. 
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 4562)  
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο AB  με τη γωνία A  ορθή και M  τυχαίο σημείο της 
πλευράς B . Φέρουμε τις διχοτόμους των γωνιών BMA  και AM  οι οποίες 
τέμνουν τις AB  και A  στα σημεία   και E  αντίστοιχα. 
α) Να αποδείξετε ότι, η γωνία ME είναι ορθή. 

Μονάδες 12  
β) ΑνK το μέσο του E , να αποδείξετε ότι MK KA . 

Μονάδες 13 

 
 
Λύση 
α) 'Εστω 

 BM MA      και  AME EM     

Τότε  
0 0180 90      άρα  oME 90   

 
β) Το MK  είναι διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου ME   που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα άρα 
E

MK
2


  

Όμοια το AK  είναι διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου AE   που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα άρα 
E

AK
2


  

Οπότε MK AK  
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 4565)  
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο AB  με τη γωνία A  ορθή και AM  η διάμεσός του. 
Από το M  φέρουμε MK  κάθετη στην AB  και M  κάθετη στην A .  
Αν N, P  είναι τα μέσα των BM  και M  αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:  

α)  NKM NMK  
Μονάδες 7  

β) Η MK  είναι διχοτόμος της γωνίας NMA  
Μονάδες 9  
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γ) AM KN P    
Μονάδες 9  

 
Λύση 

 
α) Είναι  

MB
KN MN

2
   

ως διάμεσος στην υποτείνουσα MB   του ορθογωνίου τριγώνου MKB  . 
 

Έτσι το τρίγωνο KNM  είναι ισοσκελές δηλαδή  NKM NMK  
 
β) Είναι  

B
AM MB

2


   

ως διάμεσος στην υποτείνουσα B   του ορθογωνίου τριγώνου AB  . 
 
Έτσι στο ισοσκελές τρίγωνο AMB  το MK  είναι ύψος στη βάση του AB  άρα είναι 
και διχοτόμος της γωνίας NMA .    
 
γ) Είναι  

M
P

2


   

ως διάμεσος στην υποτείνουσα M   του ορθογωνίου τριγώνου M  
MB M B

KN P AM
2 2 2

 
       

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 4567)   
Δίνεται τετράγωνο AB  και εντός αυτού ισόπλευρο τρίγωνο MB . Αν η 
προέκταση της AM τέμνει τη  B  στο σημείο E , να αποδείξετε ότι: 
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α)  0AE 15   
(Μονάδες 8) 

β) Τα τρίγωνα AE  και E   είναι ίσα.      
(Μονάδες 8) 

γ)  Η E   είναι διχοτόμος της γωνίας  M  
(Μονάδες 9) 

 
 

Λύση 
α) Επειδή το τρίγωνο MB  είναι ισόπλευρο θα είναι AB BM  και  

 0 0 0ABM 90 60 30   . 
Άρα:  

 
0 0

0180 30
BAM AMB 75

2


   . 

Οπότε:  
 0 0AE 90 75     0AE 15   

 
β) Τα τρίγωνα AE  και E   είναι ίσα, επειδή έχουν: 

 E  κοινή πλευρά,  

 A    (πλευρές τετραγώνου) και  

 0ˆ ˆA E E 45     (η διαγώνιος τετραγώνου διχοτομεί τις γωνίες του). 
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γ) Από την ισότητα των τριγώνων του προηγούμενου ερωτήματος προκύπτει ότι 
 0ˆE AE 15     κι επειδή 0ˆM 30  , θα είναι και 0ˆM E 15  , δηλαδή η E   είναι 

διχοτόμος της γωνίας  M  
 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 4569)    
Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ//ΓΔ και ΑΒ = ΑΔ + ΒΓ. Αν η διχοτόμος της γωνίας 

Δ̂ τέμνει την ΑΒ στο σημείο Μ, να αποδείξετε ότι: 
α) Το τρίγωνο ΑΔΜ είναι ισοσκελές.    

 (Μονάδες 8) 
β) Το τρίγωνο ΜΒΓ είναι ισοσκελές.     

 (Μονάδες 9) 

γ) Η ΓΜ είναι διχοτόμος της γωνίας Γ̂  του τραπεζίου.     
 (Μονάδες 8)   

 

 
 
Λύση 

α) Είναι 1 1
ˆM̂    ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ,AB  με τέμνουσα την M . 

Επίσης 1 2
ˆ ˆ    αφού M  διχοτόμος. Επομένως είναι και 1 2

ˆM̂   . Συνεπώς το 

τρίγωνο AM  είναι ισοσκελές και άρα A AM   (1) 
 
β) Είναι  

(1)

AB AM B B AB AM MB             

άρα το τρίγωνο MB  ισοσκελές και άρα 2 1
ˆ ˆM    (2) 

 

γ) Είναι 2 2
ˆ ˆM    (3) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ,AB  με τέμνουσα την M  

Από (2),(3) είναι 1 2
ˆ ˆ    άρα M  διχοτόμος της γωνίας ̂  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 4571)      
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο AB  με AB A   και σημείο   στην προέκταση της 
B . Από το   φέρουμε  κάθετη στην AB  και E  κάθετη στην προέκταση της 
A . 
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 Από το σημείο   φέρουμε H  κάθετη στην AB  και Z  κάθετη στην K .  
Να αποδείξετε ότι:  
α) H γωνία Z  είναι ίση με τη γωνία B .  

(Μονάδες 4)  

β) Η   είναι διχοτόμος της γωνίαςZ E   
(Μονάδες 4)  

γ) Το τρίγωνο ZE  είναι ισοσκελές.    
(Μονάδες 9)  

δ) K E H       
(Μονάδες 8) 

 
 
Λύση 
α) Έχουμε  

K AB, H AB, Z K        

άρα το KH Z  είναι ορθογώνιο αφού έχει 3 ορθές γωνίες.  
Άρα 

KH / / Z AB / / Z   
δηλαδή  

 B Z   
ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη τωνAB / / Z   που τέμνονται από την B  
 

β)   E A B     ως κατακορυφήν 
 B A B   αφού το  AB  τρίγωνο ισοσκελές 

και  B Z    από ερώτημα (α) 
 
 Άρα   
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 E Z     0 090 E 90 Z      

άρα  E Z    και έχουμε ότι η ΓΔ είναι διχοτόμος της   Z E  
 
γ) Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα Z , E   αυτά έχουν: 

    κοινή πλευρά 

   E Z      από ερώτημα (β) 
Άρα τα τρίγωναZ , E   είναι ίσα άρα έχουν Z E    άρα το τρίγωνο ZE  είναι 

ισοσκελές. 
 
Εναλλακτικά για το (γ) 
Συγκρίνουμε τα  τρίγωνα Z , E   αυτά έχουν: 

  E Z    από ερώτημα (β) 

   κοινή πλευρά 

  E Z      από ερώτημα (β) 
Άρα τα τρίγωνα  Z , E   είναι ίσα γιατί έχουν μια πλευρά και τις προσκείμενες 

γωνίες μία προς μία ίσες (Γ-Π-Γ) άρα έχουν Z E    άρα το τρίγωνο ZE  είναι 
ισοσκελές. 
 
δ) Από ερώτημα (α) KH Z  ορθογώνιο. Άρα KZ H   (1) (απέναντι πλευρές 
ορθογωνίου).  Από ερώτημα (γ) Z E   (2)  
Έχουμε,  

K Z ZK    (1),(2) K E H      K E H     

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4579)   
Δίνεται τρίγωνο AB  με A  και AE  αντίστοιχα η εσωτερική και η εξωτερική 
διχοτόμος της γωνίας A  ( , E  σημεία της ευθείας B ). 

Φέρουμε BZ  κάθετη στην A  και BH  κάθετη στην AE  και θεωρούμε M το μέσο 
του  . 
Να αποδείξετε ότι:  
α) Το τετράπλευρο AZBH  είναι ορθογώνιο.    

Μονάδες 5 
β) Η γωνία HZA   είναι ίση με τη γωνία ZA .    

Μονάδες 6 
γ) Η ευθεία HZ  διέρχεται από το M .   

Μονάδες 6 

δ) 
AB A

MH
2

 
  

Μονάδες 8 
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Λύση 
α) Είναι A AE   ως διχοτόμοι εφεξής και παραπληρωματικών γωνιών. Έτσι το 
τετράπλευρο AZBH  είναι ορθογώνιο αφού έχει τρείς ορθές γωνίες. 
 
β) Αν O  είναι το κέντρο του τότε OA OZ  ως μισά των ίσων διαγώνιων AB, HZ  

οπότε το τρίγωνο AOZ  είναι ισοσκελές δηλαδή   

   A
HZA BAZ ZA

2
     . 

 
γ) Το O  είναι μέσο της AB  και το M  της B , έτσι από το τρίγωνο AB  είναι  

A
OM / /

2


  

Από το (β) ερώτημα είναι  HZA ZA   δηλαδή η HOZ  είναι παράλληλη στην A  
αφού σχηματίζονται εντός εναλλάξ γωνίες ίσες. Άρα η HZ  διέρχεται από το M  αφού 
από το O  μία μόνο παράλληλη διέρχεται προς την A . 
 
δ) Είναι:  

HZ ABA HZ
MH MO HO MH

2 2


     

A AB AB A
MH MH

2 2 2
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ΑΣΚΗΣΗ (4_4583)                                                               

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ, η διχοτόμος του ΑΔ και ευθεία (ε) παράλληλη 

από το Β προς την ΑΓ. Από το μέσο Μ της ΒΓ φέρουμε ευθεία παράλληλη στην ΑΔ 

η οποία τέμνει την ΑΓ στο σημείο Ζ, την ευθεία (ε) στο σημείο Λ και την 

προέκταση της ΒΑ στο σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι:  

α) Τα τρίγωνα ΑΕΖ και ΒΛΕ είναι ισοσκελή.      

          (Μονάδες 8)  

β) ΒΛ =ΓΖ .           

          (Μονάδες 9)  

γ) ΑΕ=ΑΓ-ΒΛ.           

          (Μονάδες 8) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Για το τρίγωνο ΑΕΖ συγκρίνουμε τις γωνίες AEZ   και AZE  :  

    AEZ = BAΔ  ( εντός, εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΔ,ΕΛ που τέμνονται 

από την ΑΕ)  ,  

    BAΔ ΔAZ   (ΑΔ διχοτόμος της Â )  

    ΔAZ AZE ( εντός, εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ,ΕΛ που τέμνονται από την ΑΖ) 

άρα θα είναι  AEZ AZE  άρα το τρίγωνο ΑΕΖ είναι ισοσκελές. 

 

    Για το τρίγωνο τώρα ΒΛΕ συγκρίνουμε τις γωνίες BEΛ   και ΒΛE :  

    BEΛ BAΔ  ( εντός, εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΔ,ΕΛ που τέμνονται 

από την ΑΕ)   

     BAΔ ΔAZ   (ΑΔ διχοτόμος της Â ) 

    ΔAZ AZE ( εντός, εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ,ΕΛ που τέμνονται από την ΑΖ) 

    AZE ΛZΓ (ως κατακορυφήν) 

    ΛZΓ BΛE  ( εντός, εναλλάξ των παραλλήλων ΑΓ ,ΒΛ που τέμνονται από την ΛΖ) 

    επομένως   θα είναι  BEΛ ΒΛE    άρα το τρίγωνο ΒΛΕ είναι ισοσκελές. 

 

β) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΒΜΛ και ΓΜΖ, οπότε έχουμε: 
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    ΒΜ=ΜΓ ( Μ μέσο της ΒΓ από υπόθεση) 

    ˆ ˆBΜΛ ΓΜZ (ως κατακορυφήν)  

    ˆ ˆΜΒΛ MΓZ ( εντός, εναλλάξ των παραλλήλων ΖΓ ,ΒΛ που τέμνονται από την ΛΖ) 

    άρα 
Δ Δ

ΒΜΛ Μ ΖΓ (Γ Π Γ)   , επομένως είναι ΒΛ=ΓΖ 

 

γ) Έχουμε ΑΕ=ΑΖ ( από (α) ΑΕΖ ισοσκελές)   ΑΖ=ΑΓΖΓ)   ΑΕ = ΑΓ  ΓΖ και επειδή 

ΒΛ=ΓΖ από (β)) θα είναι τελικά ΑΕ=ΑΓΒΛ .  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4593)    

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και οι διάμεσοι του ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ. Προεκτείνουμε το τμήμα 

ΖΕ (προς το Ε) κατά τμήμα ΕΗ = ΖΕ.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) Το τετράπλευρο ΕΗΔΒ είναι παραλληλόγραμμο.     

          (Μονάδες 8)  

β) Η περίμετρος του τριγώνου ΑΔΗ είναι ίση με το άθροισμα των διαμέσων του 

τριγώνου ΑΒΓ.          

          (Μονάδες 9)  

γ) Οι ευθείες ΒΕ και ΔΗ τριχοτομούν το τμήμα ΖΓ.   

          (Μονάδες 8) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α)  Στο  τρίγωνο ΑΒΓ, το  Ζ μέσο της ΑΒ και Ε μέσον της ΑΓ, άρα ΖΕ//
ΒΓ

2
, 

    επομένως ΕΗ//ΒΔ.  Εφόσον τώρα Δ μέσον της ΒΓ, τότε ΒΔ
ΒΓ

2
 και επειδή Ε  

    μέσον της ΖΗ, τότε ΕΗΖΕ. Οπότε, ΕΗΒΔ. Επομένως το τετράπλευρο ΕΗΔΒ είναι  

    παραλληλόγραμμο, αφού έχει δύο απέναντι πλευρές παράλληλες και ίσες. 

 

β) Ισχύει ΔΗΒΕ (αφού ΕΗΔΒ είναι παραλληλόγραμμο)     
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      Ακόμη ΑΗΖΓ  (αφού ΑΗΓΖ παραλληλόγραμμο γιατί οι διαγώνιοί του ΑΓ, ΖΗ 

διχοτομούνται  επειδή έχουν κοινό μέσο το Ε) 

      Επομένως, ΑΔΔΗΗΑΑΔΒΕΖΓ 

 

γ)  Αν G το βαρύκεντρο  του τριγώνου ΑΒΓ και Θ το σημείο τομής της διαμέσου ΓΖ 

και της ΔΗ τότε επειδή το Δ μέσο της ΒΓ και ΔΘ//ΒG λόγω των απέναντι πλευρών του 

παραλληλογράμμου ΕΗΔΒ το Θ είναι μέσο της GΓ  και επειδή GΓ=
2

3
 ΖΓ θα είναι 

GΘ=ΘΓ=
1

3
ΓΖ=GΖ,  άρα οι ευθείες ΒΕ και ΔΗ τριχοτομούν το τμήμα ΖΓ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4599)                       

 Δίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓΔ ( 090    ) με ΒΓ = ΓΔ = 2ΑΒ και Κ, Λ τα 

μέσα των ΒΓ και ΓΔ. Η παράλληλη από το Κ προς την ΑΒ τέμνει την ΑΛ στο Ζ.   

Να αποδείξετε ότι:  

 

α) ΒΓ = 2 ΔΖ.          

          (Μονάδες 8)  

β) Το τετράπλευρο ΖΚΓΛ είναι ρόμβος.       

          (Μονάδες 9)  

γ) 
090        

          (Μονάδες 8) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Οι παράλληλες ευθείες ΑΒ,ΖΚ και ΛΓ ορίζουν στην ΒΓ ίσα τμήματα ΒΚ=ΚΓ  

(Κ μέσο της ΒΓ), επομένως θα ορίζουν και ίσα τμήματα και στην ΑΛ, άρα ΑΖ=ΖΛ 

δηλαδή Ζ μέσο της ΑΛ.  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΛ  η ΔΖ είναι διάμεσος στην υποτείνουσα του άρα θα ισχύει 

ΔΖ
AΛ

2
  άρα  2ΔΖ=ΑΛ, 

οπότε αρκεί να δείξουμε ότι ΒΓ=ΑΛ.  

http://lisari.blogspot.gr/


Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 5ο: Παρ/μα - Τραπέζια 

lisari – team       «Θέμα Δ»  

140 

Στο τετράπλευρο ΑΒΓΛ επειδή ΛΓ
ΓΔ

2
  (Λ μέσο της ΔΓ) θα έχουμε ότι 2ΛΓ=ΓΔ  και 

επειδή από υπόθεση έχουμε ΓΔ = 2ΑΒ θα ισχύει ότι ΑΒ=ΛΓ και αφού ΑΒ//ΛΓ (βάσεις 

τραπεζίου) το ΑΒΓΛ παραλληλόγραμμο ( δύο απέναντι πλευρές παράλληλες και ίσες) 

άρα ΒΓ=ΑΛ ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου. 

 

β) Το τετράπλευρο ΖΚΓΛ είναι παραλληλόγραμμο αφού έχει απέναντι πλευρές 

παράλληλες γιατί ΖΚ//ΛΓ (από υπόθεση) και ΚΓ//ΖΛ (αφού ΑΒΓΛ παραλληλόγραμμο) 

και επειδή ΚΓΓΛ (ως μισά των ίσων τμημάτων ΒΓ, ΓΔ)  έχει 2 διαδοχικές πλευρές ίσες 

άρα ΖΚΓΛ είναι ρόμβος. 

 

γ) Επειδή ΚΖ=ΖΛ( το ΖΚΓΛ ρόμβος) και ΖΛ=
AΛ

2
 (Ζ μέσο της ΑΛ)  θα ισχύει ότι ΚΖ=

AΛ

2
  δηλαδή η διάμεσος είναι το μισό της πλευράς που αντιστοιχεί, επομένως ΑΚΛ είναι 

ορθογώνιο τρίγωνο και άρα 090   
. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4603)        

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), και τυχαίο σημείο Μ της πλευράς ΒΓ. 

Από το σημείο Μ φέρουμε ευθεία κάθετη στην πλευρά ΒΓ που τέμνει τις ευθείες 

ΑΒ και ΑΓ στα σημεία Ε και Θ αντίστοιχα. Αν ΑΔ και ΑΗ τα ύψη των τριγώνων 

ΑΒΓ και ΑΘΕ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:  

α) 
090        

          (Μονάδες 8)  

β) Το τρίγωνο ΑΘΕ είναι ισοσκελές.   

          (Μονάδες 8)  

γ) ΜΘ+ΜΕ = 2ΑΔ.       

          (Μονάδες 9) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Το τετράπλευρο ΑΗΜΔ έχει τρείς γωνίες ορθές 0AHM AΔM HMΔ 90   , οπότε 

είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, άρα 0ΔΑΗ 90 . 
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β) Στο τρίγωνο ΑΘΕ η ΑΗ είναι ύψος του τριγώνου: 

   ΘAH AΓB  (1) , (ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΗ και ΒΓ (κάθετες στην ίδια 

ευθεία ΕΜ) που τέμνονται από την ΑΓ). 

EAH ABΓ (2) , (ως εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΗ και ΒΓ που 

τέμνονται από την ΑΒ). 

ABΓ AΓB  (3) γιατί το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές οπότε από (1), (2), (3) 

ΘAH EAH  

οπότε το  ΑΗ ύψος είναι και διχοτόμος του τριγώνου ΑΕΘ, άρα ΑΕΘ ισοσκελές. 

 

γ) Είναι  ΕΗΗΘ γιατί στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΕΘ, ΑΗ ύψος και διχοτόμος άρα και 

διάμεσος. Τότε έχουμε ότι:  

ΜΘ+ΜΕ=ΜΘ+(ΜΘ+ΘΕ)=2ΜΘ+2ΘΗ=2(ΜΘ+ΘΗ)=2ΜΗ=2ΑΔ 

 

 (γιατί ΑΗΜΔ ορθογώνιο και οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες) 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4606)      

Δίνεται κύκλος κέντρου Ο και δυο μη αντιδιαμετρικά σημεία του Α και Β. 

Φέρουμε τις εφαπτόμενες του κύκλου στα σημεία Α και Β οι οποίες τέμνονται στη 

σημείο Γ. Φέρουμε επίσης και τα ύψη ΑΔ και ΒΕ του τρίγωνου ΑΒΓ τα οποία 

τέμνονται στο σημείο Η.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) Το τρίγωνο ΒΗΑ είναι ισοσκελές.       

         (Μονάδες 8)  

β) Το τετράπλευρο ΟΒΗΑ είναι ρόμβος.       

          (Μονάδες 9)  

γ) Τα σημεία Ο, Η, Γ είναι συνευθειακά.       

          (Μονάδες 8) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Είναι ΓΑ=ΓΒ (ως εφαπτόμενα τμήματα στον ίδιο κύκλο) άρα ΓΑΒ τρίγωνο 

ισοσκελές άρα ΓAB ΓBA (1) (ως προσκείμενες παρά την βάση ισοσκελούς) 
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οπότε τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΒ και ΒΕΑ είναι ίσα αφού έχουν την υποτείνουσα ΑΒ 

κοινή και τις οξείες γωνίες ΑΒΔ και ΒΑΕ αντίστοιχα ίσες . 

Έτσι θα έχουν και τις άλλες γωνίες αντίστοιχα ίσες οπότε BAΔ ABE  δηλαδή θα 

ισχύει ότι  BAh ABH  άρα το τρίγωνο ΑΒΗ ισοσκελές αφού έχει δύο γωνίες ίσες. 

 

β) Είναι ΟΒ//ΑΔ (αφού ΟΒΒΓ ακτίνα και εφαπτομένη του κύκλου και ΑΔΒΓ από 

υπόθεση). Ομοίως ΒΕ//ΟΑ άρα το ΟΒΗΑ παραλληλόγραμμο. 

Επίσης, ΟΒΟΑ (ως ακτίνες του ίδιου κύκλου), δηλαδή το ΟΒΗΑ  έχει 2 διαδοχικές 

πλευρές ίσες, άρα είναι ρόμβος. 

 

γ) Επειδή ισχύουν ΓΑ=ΓΒ (α) ΗΑ=ΗΒ (β) και ΟΑ=ΟΒ (ακτίνες του ίδιου κύκλου) τα 

σημεία Γ,Η,Ο ισαπέχουν από τα άκρα του τμήματος ΑΒ άρα είναι όλα σημεία της 

μεσοκάθετου του ΑΒ άρα ανήκουν στην ίδια ευθεία. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4611)    

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και στην προέκταση της ΓΒ (προς το Β) θεωρούμε σημείο Δ 

τέτοιο ώστε ΒΔ =ΑΒ ενώ στην προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) θεωρούμε σημείο Ε 

τέτοιο ώστε ΓΕ = ΓΑ.  

Αν οι εξωτερικοί διχοτόμοι των γωνιών Β και Γ τέμνουν τις ΑΔ και ΑΕ στα σημεία 

Κ και Λ αντίστοιχα, και η ΚΛ τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα σημεία Μ και Ν 

αντίστοιχα,  

να αποδείξετε ότι:  

α) Τα σημεία Κ και Λ είναι μέσα των ΑΔ και ΑΕ αντίστοιχα.    

          (Μονάδες 8)  

β) Τα τρίγωνα ΚΜΑ και ΑΝΛ είναι ισοσκελή.      

          (Μονάδες 9)  

γ) ΚΛ = 
AB AΓ BΓ

2

 
        (Μονάδες 8)  

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Έχουμε, ΒΔΑΒ (από υπόθεση), άρα το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές. Επομένως, η 

διχοτόμος του ΒΚ είναι ύψος και διάμεσος. Άρα Κ μέσο της ΑΔ. 

Ομοίως, έχουμε, ΓΕΓΑ (από υπόθεση), άρα το τρίγωνο ΑΓΕ είναι ισοσκελές. 

Συνεπώς η διχοτόμος του ΓΛ είναι ύψος και διάμεσος. Άρα Λ μέσο της ΑΕ. 
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β) Στο  τρίγωνο ΑΔΕ το  Κ μέσο της ΑΔ και Λ μέσο της ΑΕ άρα ΚΛ//ΔΕ (αφού έχουμε 

τμήμα που ενώνει μέσα πλευρών  τριγώνου) 

  

   (1) (ως εντός, εκτός και επί τα αυτά των ΚΜ//ΒΔ τεμνόμενες από την 

ΑΔ)  

   (2) (αφού το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές) 

Από (1), (2),  

   δηλαδή   , άρα ΚΜΑ ισοσκελές. 

 

Ομοίως,    (3) (ως εντός, εκτός και επί τα αυτά των ΝΛ//ΓΕ τεμνόμενες από 

την ΑΕ) και      (4) (αφού το τρίγωνο ΑΓΕ είναι ισοσκελές) 

 

Από (3), (4), έχουμε ότι     δηλαδή    , άρα το τρίγωνο ΑΝΛ 

ισοσκελές. 

 

γ) Έχουμε,  

ΑΒΒΔ και ΓΕΑΓ, 

οπότε   

ΑΒ ΑΓ ΒΓ ΒΔ ΓΕ ΒΓ ΔΕ

2 2 2

   
  . 

Όμως, ισχύει επίσης
ΔΕ

ΚΛ
2

 (ΚΛ αφού ενώνει μέσα πλευρών τρίγωνου θα ισούται 

και με το μισό της τρίτης πλευράς), άρα θα ισχύει ότι  

ΑΒ ΑΓ ΒΓ
ΚΛ

2

 
 . 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4614)       

 Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ και τυχαίο σημείο Ε στην πλευρά ΔΓ. Φέρουμε τη 

διχοτόμο ΑΖ της γωνίας   και τη ΔΗ κάθετη από το Δ προς την ΑΖ, η οποία 

τέμνει την ΑΕ στο Μ και την ΑΒ στο Ν.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) Τα τρίγωνα ΑΔΝ και ΑΒΖ είναι ίσα.       

          (Μονάδες 8)  

β) ΑΜ=ΑΝ και ΔΕ=ΕΜ.         

                   (Μονάδες 10)  

γ) ΑΕ=ΔΕ+ΒΖ          

                     (Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) Τα τρίγωνα AΔN   και ABZ είναι ορθογώνια και έχουν  

 AΔ AB (ως πλευρές τετραγώνου) και   

 ˆA N BAZ  (είναι οξείες γωνίες με πλευρές κάθετες).  

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) Στο τρίγωνο AMN το AH είναι ύψος και διχοτόμος, οπότε είναι ισοσκελές.  

Δηλαδή AM AN  και AMN ANM . 

 AMN ME  (ως κατακορυφήν).  

ˆANM M E  (ως εντός εναλλάξ των ΑΒ//ΔΓ που τέμνονται από την ΔΝ). 

Άρα:  

ˆM E ME E EM      

 

γ) Είναι  AE AM ME   και επειδή AM AN , ME ΔE  (από β) θα είναι 

AE AN E  και επειδή ΑΝ=ΒΖ (από α). θα είναι  AE BZ+   

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4616)      

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Μ το μέσο της πλευράς ΔΓ. Φέρουμε κάθετη 

στην ΑΜ στο σημείο της Μ, η οποία τέμνει την ευθεία ΑΔ στο σημείο Ρ και την 

ΒΓ στο Σ.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) ΔΡ = ΣΓ.           

          (Μονάδες 8)  

β) Το τρίγωνο ΑΡΣ είναι ισοσκελές.       

          (Μονάδες 8)  

γ) ΑΣ = ΑΔ + ΓΣ.          

          (Μονάδες 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΔΡΜ και ΓΣΜ, που έχουν:  

 ΔΜ=ΜΓ (Μ μέσο της ΔΓ) 

    (ως κατακορυφήν) 

   ( ως εντός εναλλάξ των ΑΔ//ΒΓ  που τέμνονται από την ΔΓ)  

Άρα ΔΡΜ = ΓΣΜ (Γ-Π-Γ)  

Οπότε  θα έχουμε και  ΔΡ  ΓΣ και ΡΜ  ΜΣ. 

 

β) Στο τρίγωνο ΑΡΣ έχουμε ΑΜ ύψος και διάμεσος, τότε το ΑΡΣ  είναι ισοσκελές, 

δηλαδή ΑΡΑΣ. 

 

γ) Έχουμε ΑΣΑΡ  (από (β)) και ΑΡ ΑΔΡΔ
)a(

 ΑΔΓΣ οπότε ΑΣ = ΑΔ + ΓΣ.. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4619)      

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Ε το μέσο της διάμεσου ΒΔ. Στην προέκταση της ΑΕ 

θεωρούμε σημείο Ζ τέτοιο ώστε ΕΖ=ΑΕ και έστω Θ το σημείο τομής της ΑΖ με 

την πλευρά ΒΓ.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) Το τετράπλευρο ΑΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.     

          (Μονάδες 8)  

β) Το τετράπλευρο ΒΔΓΖ είναι παραλληλόγραμμο.     

          (Μονάδες 8)  

γ) Το σημείο Θ είναι βαρύκεντρο του τριγώνου ΒΔΖ.     

          (Μονάδες 9) 
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ΛΥΣΗ 

α) Το τετράπλευρο ΑΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο επειδή οι διαγώνιοί του  

διχοτομούνται στο Ε (ΒΕΕΔ και ΑΕΕΖ). 

 

β) Επειδή ΑΒΖΔ παραλληλόγραμμο τότε ΑΔ//ΒΖ και επειδή ΑΔΔΓ (αφού ΒΔ 

διάμεσος), τότε ΒΖ//ΔΓ, οπότε το ΒΔΓΖ είναι παραλληλόγραμμο. 

 

γ) Επειδή ΒΖΓΔ παραλληλόγραμμο, τότε οι διαγώνιοί του διχοτομούνται έστω στο Ο. 

Επομένως, στο τρίγωνο ΒΔΖ, έχουμε: ΒΟ, ΖΕ διάμεσοι που τέμνονται στο Θ, οπότε το 

σημείο Θ είναι βαρύκεντρο του ΒΔΖ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4626)        

 Σε μια ευθεία (ε) θεωρούμε διαδοχικά τα σημεία Α, Β, Γ έτσι ώστε ΑΒ = 2 ΒΓ και 

στο ίδιο ημιεπίπεδο θεωρούμε ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΕ. Αν Η είναι το 

μέσο του ΑΔ και θ ευθεία ΔΕ τέμνει την ευθεία (ε) στο σημείο Ζ να αποδείξετε ότι:  

α) Το τετράπλευρο ΒΗΔΕ είναι ορθογώνιο.      

           (Μονάδες 8)  

β) Το τρίγωνο ΓΖΕ είναι ισοσκελές.       

          (Μονάδες 8)  

γ) Το τετράπλευρο ΗΕΓΑ είναι ισοσκελές τραπέζιο.     

                     (Μονάδες 9) 

http://lisari.blogspot.gr/


Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 5ο: Παρ/μα - Τραπέζια 

lisari – team       «Θέμα Δ»  

147 

 

    

ΛΥΣΗ 

α) Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΕΓ είναι ισόπλευρα τότε οι γωνίες 060    , 

οπότε ΒΕ//ΑΔ (είναι εντός εκτός και επί τ’ αυτά μέρη γωνίες των ΒΕ,ΑΔ που τέμνονται 

από την ΑΒ). 

Το Η μέσο της ΑΔ άρα  

ΔΗ
ΑΔ

2


ΑΒ

2


2ΒΓ

2
ΒΓΒΕ 

Οπότε ΔΗ//ΒΓ, δηλαδή το ΒΗΔΕ είναι παραλληλόγραμμο. Στο ισόπλευρο τρίγωνο 

ΒΔΑ, έχουμε ΒΗ διάμεσος τότε και ύψος. Επομένως, εφόσον ΒΗΔΕ παραλληλόγραμμο 

και έχει μια γωνία ορθή είναι ορθογώνιο. 

 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΖ (ΒΕΖ90ο), έχουμε: 

060  (από το ισόπλευρο ΒΕΓ) άρα 030   

Επίσης,  

0 0 090 60 30     (αφού 060  γωνία ισόπλευρου) 

 

Άρα  

030     

επομένως το ΓΕΖ είναι ισοσκελές. 

 

γ) Στο τρίγωνο ΔΒΖ είναι ισοσκελές άρα το ύψος ΒΕ είναι και διάμεσος άρα το Ε είναι 

μέσο της ΔΖ. Έτσι το ΗΕ ενώνει μέσα πλευρών του τριγώνου ΑΔΖ άρα ΗΕ//ΑΖ οπότε 

το ΗΕΓΑ είναι τραπέζιο αφού έχει μόνο δύο πλευρές παράλληλες (οι άλλες ΑΗ, ΓΕ δεν 

είναι παράλληλες αφού ΑΗ//ΒΕ και ΒΕ, ΗΕ τέμνονται) και επειδή  ΑΗΒΕΕΓ ,το 

ΗΕΓΑ είναι ισοσκελές τραπέζιο.     

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4630)                     

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Κ το σημείο τομής των διαγωνίων του. 

Φέρουμε ΑΗ κάθετη στην ΒΔ και στην προέκταση της ΑΗ (προς το Η) θεωρούμε 

σημείο Ε τέτοιο ώστε ΑΗ = ΗΕ.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) Το τρίγωνο ΑΕΚ είναι ισοσκελές.       

          (Μονάδες 7)  

β) Το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ορθογώνιο.       

          (Μονάδες 9)  
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γ) Το τετράπλευρο ΔΒΓΕ είναι ισοσκελές τραπέζιο.     

          (Μονάδες 9) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Το τρίγωνο ΑΕΚ είναι ισοσκελές αφού  ΚΗ είναι μεσοκάθετος της ΑΕ. 

 

β) Εφόσον, ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο οι διαγώνιοι του διχοτομούνται στο Κ, άρα ΑΚ

ΑΓ

2
ΚΕ, οπότε στο τρίγωνο ΑΕΓ, έχουμε ΕΚ 

2


, άρα από γνωστό θεώρημα, 

090  άρα το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ορθογώνιο. 

 

γ) Στο τρίγωνο ΑΕΓ, έχουμε Η μέσο της ΑΕ και Κ μέσο της ΑΓ άρα είναι ΗΚ//ΕΓ 

επομένως ΒΔ//ΕΓ  άρα το  τετράπλευρο ΔΒΓΕ είναι τραπέζιο επειδή έχει μόνο δύο 

πλευρές παράλληλες ( οι ΔΕ, ΒΓ θα τέμνονται αφού η ΔΕ τέμνεται με την ΑΔ//ΒΓ). 

 

Τώρα επειδή Β σημείο της μεσοκάθετου του ΑΕ θα ισχύει ότι ΑΒ=ΒΕ και επειδή 

ΑΒ=ΔΓ (απέναντι παραλληλογράμμου)  θα είναι και ΒΕ=ΔΓ δηλαδή οι διαγώνιοι του 

τραπεζίου είναι ίσες, άρα το ΔΒΓΕ ισοσκελές. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4635)    

 Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή και γωνία 2   . Φέρουμε 

το ύψος του ΑΔ και σημείο Ε στην προέκταση της ΑΒ τέτοιο ώστε ΒΕ = ΒΔ.  

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΒΔΕ.  

          (Μονάδες 9)  

β) Να αποδείξετε ότι:  

i. BE =
AB

2
           (Μονάδες 8)  

ii. ΑΕ = ΓΔ          (Μονάδες 8)  
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ΛΥΣΗ 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( 090   ) έχουμε 090  και επειδή 2   (από 

υπόθεση) ισχύει  

0 0 02 90 3 90 30       , άρα γωνία 060   

 

Τώρα η  είναι παραπληρωματική της γωνίας Β άρα είναι γωνία  =1200 και 

επειδή το τρίγωνο ΕΒΔ είναι ισοσκελές (ΒΕ=ΒΔ από υπόθεση) οι άλλες δύο θα έχουν 

άθροισμα 600 και θα είναι ίσες με 030    

 

β) i) Στο τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε 090  και επειδή 060  (από (α)) θα είναι 030  άρα 

για η απέναντι πλευρά θα είναι το μισό της υποτείνουσας του άρα ΒΔ=
AB

2
και επειδή 

ΒΕ=ΒΔ θα ισχύει ότι ΒΕ=
AB

2
. 

 

     ii) Είναι  

ΑΕ=ΑΒ+ΒΕ=ΑΒ+
AB

2
=

3AB

2
 

και ΓΔ=ΒΓ-ΒΔ και επειδή  

ΑΒ=
BΓ

2AB BΓ
2

  ( η ΑΒ είναι απέναντι 300 στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ), 

και ΒΔ=
AB

2
 θα ισχύει ότι 

3
2  

2 2

 
    επομένως θα ισχύει ΑΕ=ΓΔ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4640)   

 Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με γωνίες Β και Γ οξείες και Δ, Μ και Ε τα μέσα των 

πλευρών του ΑΒ, ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα. Στις μεσοκάθετες των ΑΒ και ΒΓ και 

εκτός του τριγώνου ΑΒΓ θεωρούμε σημεία Ζ και Η αντίστοιχα, τέτοια ώστε  
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ΔΖ =
AB

2
  και ΕΗ =

BΓ

2
  .  

α) Να αποδείξετε ότι:  

i. Το τετράπλευρο ΒΔΜΕ είναι παραλληλόγραμμο.     

          (Μονάδες 5)  

ii. Τα τρίγωνα ΖΔΜ και ΕΜΗ είναι ίσα.      (Μονάδες 10)  

 

β) Αν τα σημεία Ζ, Δ, Ε είναι συνευθειακά, να αποδείξετε ότι η γωνία Α=900 . 

         (Μονάδες 10) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) i) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, η ΔΜ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΑΓ άρα θα ισχύει ότι 

ΔΜ//
ΒΓ

2
ΒΕ οπότε το τετράπλευρο ΒΔΜΕ είναι παραλληλόγραμμο αφού έχει δύο 

απέναντι πλευρές παράλληλες και ίσες. 

 

ii) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΖΔΜ και ΕΜΗ, οπότε έχουμε: 

 ΜΕ=ΒΔ=ΖΔ (αφού ΒΔΜΕ παραλληλόγραμμο) 

 ΔΜ=ΒΕ=ΕΗ (αφού ΒΔΜΕ παραλληλόγραμμο) και 

  γιατί έχουν πλευρές κάθετες και είναι και οι δύο αμβλείες (ΖΔ  

κάθετη στην ΑΒ//ΜΕ και ΕΗ κάθετη στην ΒΓ//ΔΜ)  

άρα τα τρίγωνα είναι ίσα σύμφωνα με το κριτήριο (Π-Γ-Π)  

 

β) Αν τα σημεία Ζ.Δ.Ε είναι συνευθειακά το τμήμα ΔΕ ενώνει μέσα πλευρών στο τρίγωνο 

ΑΒΓ, οπότε ΔΕ//ΑΓ, άρα η θα είναι εντός εναλλάξ της γωνίας 090  αφού ΖΕ 

μεσοκάθετος της ΑΒ, άρα 090  . 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4643)       

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  090  . Φέρουμε τη διάμεσο του ΑΜ την 

οποία προεκτείνουμε (προς το μέρος του Μ) κατά τμήμα ΜΔ = ΑΜ. Θεωρούμε 

ευθεία ΔΚ κάθετη στη ΒΓ, η οποία τέμνει τη διχοτόμο της γωνίας Β στο Ε.  
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Να αποδείξετε ότι:  

α) Το τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι ορθογώνιο      

             (Μονάδες 8)  

β) 090
2


            

                (Μονάδες 8)  

γ) ΔΕ = ΒΔ           

             (Μονάδες 9) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο, επειδή οι διαγώνιοί του ΑΔ, ΒΓ 

διχοτομούνται στο Μ. 

Οπότε, το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο επειδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο και έχει μία 

ορθή γωνία. 

 

β) Αφού ΒΕ διχοτόμος της  θα είναι  

2


     

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΚΕΒ, έχουμε: 

90 90
2


      

γ) Έχουμε  

90 90 ,
2


      

οπότε  από το προηγούμενο ερώτημα, ισχύει    , άρα το τρίγωνο ΔΕΒ είναι 

ισοσκελές, επομένως ΔΕΔΒ. 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_4645)        

 Στο παρακάτω τετράπλευρο ΑΒΓΔ ισχύουν: ΑΔ=ΒΓ ,ΑΓ=ΒΔ  και ΑΒ<ΓΔ .  

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΟΒ και ΔΟΓ είναι ισοσκελή.   

          (Μονάδες 8)  

β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο.    

                                  (Μονάδες 8)  

γ) Αν επιπλέον ισχύει ότι ΓΔ=3ΑΒ και Κ , Λ τα μέσα των διαγώνιων ΒΔ και ΑΓ 

αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΛΚ είναι ορθογώνιο 

παραλληλόγραμμο.          

          (Μονάδες 9) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΔΒΓ είναι ίσα γιατί έχουν τρείς πλευρές ίσες,  

 ΑΔ=ΒΓ,  

 ΑΓ=ΒΔ και  

 ΔΓ κοινή 

 

Συνεπώς θα έχουμε     άρα το τρίγωνο ΔΟΓ είναι ισοσκελές .   

 

Τα τρίγωνα τώρα ΑΔΒ και ΑΒΓ θα είναι και αυτά ίσα μεταξύ τους επειδή θα έχουν 

τρείς πλευρές ίσες τις,  

 ΑΔ=ΒΓ,  

 ΑΓ=ΒΔ και  

 ΑΒ κοινή 

Επομένως γωνίες   άρα το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ισοσκελές. 

 

β) Οι ,    είναι κατακορυφήν, και τα τρίγωνα ΑΟΒ, ΔΟΓ στα οποία 

περιέχονται είναι ισοσκελή (από (α)) άρα οι γωνίες των βάσεων τους θα είναι ίσες, 

οπότε θα ισχύει   που σημαίνει ότι οι εντός εναλλάξ γωνίες που 

σχηματίζονται είναι ίσες άρα ΑΒ//ΔΓ οπότε το τετράπλευρο έχει δύο απέναντι πλευρές 

παράλληλες.  
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Αν οι άλλες δύο πλευρές του ΑΔ, ΒΓ ήταν παράλληλες τότε το ΑΒΓΔ θα ήταν 

παραλληλόγραμμο και θα ίσχυε ΑΒ=ΔΓ που είναι άτοπο αφού ΑΒ<ΔΓ. Έτσι το ΑΒΓΔ 

έχει μόνο δύο πλευρές παράλληλες άρα είναι τραπέζιο. 

γ) Γνωρίζουμε ότι η διάμεσος του τραπεζίου διέρχεται από τα μέσα των διαγώνιων του 

και είναι παράλληλη στις βάσεις του και ισχύει ότι  

 

ΚΛ=
ΔΓ AB 3AB AB

AB
2 2

 
   

άρα το ΑΒΛΚ είναι παραλληλόγραμμο.  

 

Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΑΟΒ, ΚΟΛ είναι ίσα γιατί 

 ΑΒ=ΚΛ,  

    και  

   (ως εντός εναλλάξ)  

(σύμφωνα με το κριτήριο Γ-Π-Γ) είναι ισοσκελή, άρα οι διαγώνιοι του παρ/μου είναι 

ίσες, άρα είναι ορθογώνιο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4646)      

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( 090  ) και 030  με Μ και Ν τα μέσα των 

πλευρών ΒΓ και ΑΒ αντίστοιχα. Έστω ότι η μεσοκάθετος της πλευράς ΒΓ τέμνει 

την ΑΓ στο σημείο Ε. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i) η ΒΕ είναι διχοτόμος της  .  

          (Μονάδες 6) 

ii) 
2


    

          (Μονάδες 6) 

iii) η ΒΕ είναι μεσοκάθετος της διάμεσου ΑΜ.      

          (Μονάδες 7) 

β) Αν ΑΔ είναι το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ που τέμνει την ΒΕ στο Η, να αποδείξετε 

ότι τα σημεία Μ, Η και Ν είναι συνευθειακά.     (Μονάδες 6) 
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ΛΥΣΗ 

α) i) Αφού η ΜΕ μεσοκάθετος της ΒΓ έχουμε ΒΕΕΓ και άρα 

030   , όμως 60  άρα 30    δηλαδή ΒΕ διχοτόμος της 

γωνίας Β. 

 

 ii) Στο ορθογώνιο ΑΒΕ έχουμε,  

30  άρα ΑΕ 
ΒΕ ΓΕ

2 2
   (1) 

 Επειδή στο ορθογώνιο ΑΒΓ, η γωνία 030  έχουμε ΑΒ
BΓ

2
ΒΜ, άρα το Β ανήκει 

στη μεσοκάθετο της ΑΜ. Στο ορθογώνιο ΒΜΕ έχουμε,  

030  άρα ΕΜ
ΒΕ

2
 (2) 

Από (1), (2) ΑΕΕΜ άρα το Ε ανήκει στη μεσοκάθετο του ΑΜ. Τελικά η ΒΕ είναι η 

μεσοκάθετος του ΑΜ (από δύο σημεία διέρχεται μοναδική ευθεία.) 

 

β)  Έστω ότι η ΒΕ τέμνει την ΑΜ στο Κ. Τα ΑΔ,ΒΚ είναι ύψη του τριγώνου ΒΑΜ, άρα   

Η είναι το ορθόκεντρο.   

 

Αρκεί να δείξουμε ότι ΜΝ είναι το τρίτο ύψος του τριγώνου. Η ΜΝ//ΑΓ (ενώνει μέσα 

πλευρών τριγώνου)  και επειδή ΒΑ  κάθετη στην ΓΑ ισχύει ότι ΜΝ κάθετη στην ΑΒ άρα 

ύψος του τριγώνου ΒΑΜ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4648)            

Από εξωτερικό σημείο Ρ ενός κύκλου κέντρου Ο φέρουμε τα εφαπτόμενα τμήματα 

ΡΑ, ΡΒ και τη διακεντρική ευθεία ΡΟ που τέμνει τον κύκλο στα σημεία Δ και Γ 

αντίστοιχα. Η εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο Γ τέμνει τις προεκτάσεις των 

ΡΑ και ΡΒ στα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) Δ Ρ Δ Ρ            

           (Μονάδες 8) 

β) ΕΑ=ΖΒ           

           (Μονάδες 9)  

γ) Το τετράπλευρο ΑΒΖΕ είναι ισοσκελές τραπέζιο.     

           (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΡΑΔ, ΡΒΔ που έχουν: 

 ΡΑ=ΡΒ (εφαπτόμενα τμήματα στον ίδιο κύκλο από εξωτερικό σημείο) 

 ΡΔ κοινή πλευρά 

    (η διακεντρική ευθεία ΡΟ διχοτομεί την  ) 

άρα σύμφωνα με το κριτήριο (Π-Γ-Π) είναι ίσα οπότε και γωνίες     

 

β) Στο τρίγωνο ΡΕΖ η ΡΓ ύψος και διχοτόμος, άρα ΡΕΖ ισοσκελές, οπότε ΡΕ  ΡΖ και 

επειδή ΡΑ=ΡΒ τα ΕΑ=ΖΒ ως υπόλοιπα ίσων τμημάτων. 

 

γ) Η διακεντρική ευθεία ΡΟ είναι κάθετη στην χορδή ΑΒ και στην εφαπτομένη ΕΖ, άρα 

ΑΒ//ΕΖ (κάθετες στην ίδια ευθεία ΡΟ) και οι ΑΕ, ΒΖ τέμνονται στο Ρ, άρα το ΑΒΖΕ 

είναι τραπέζιο. Ακόμη από το ισοσκελές τρίγωνο ΡΕΖ έχουμε γωνίες    , 

οπότε το ΑΒΖΕ ισοσκελές τραπέζιο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4649)   

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΒΓ και η διχοτόμος ΒΕ της  . Αν ΑΖ   ΒΕ, όπου Ζ 

σημείο της ΒΓ και Μ το μέσον της ΑΓ, να αποδείξετε ότι :  

α) Το τρίγωνο ΑΒΖ είναι ισοσκελές.       

          (Μονάδες 7)  

β) ΔΜ//ΒΓ και ΔΜ = 
ΒΓ ΑΒ

2


        

                   (Μονάδες 10)  

γ) 
2


  , όπου   η γωνία του τριγώνου ΑΒΓ.     

         (Μονάδες 8)  
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ΛΥΣΗ 

α) το τρίγωνο ΒΑΖ είναι ισοσκελές αφού η ΒΔ διχοτόμος και ύψος. 

 

β) Το τρίγωνο ΒΑΖ ισοσκελές άρα  ΒΑΒΖ (1) και ΑΔ διάμεσος, άρα Δ μέσο της ΑΖ 

(2). 

Στο τρίγωνο ΑΖΓ το τμήμα ΔΜ ενώνει τα μέσα των δύο πλευρών του ΑΖ (από (2)) και 

ΑΓ (από υπόθεση), άρα ΔΜ//ΖΓ, δηλαδή ΔΜ//ΒΓ και  

 

ΔΜ
ΒΓ ΒΖ

2

 )1(


ΒΓ ΑΒ

2


. 

γ) 
2


    (ως εντός εκτός και επί τ’ αυτά των παραλλήλων ΔΜ, ΒΓ που 

τέμνονται από την ΒΔ) 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4650)       

 Στο παρακάτω σχήμα δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διχοτόμος Βx της γωνίας Β του 

τριγώνου ΑΒΓ και η διχοτόμος Βy της εξωτερικής γωνίας Β. Αν Δ και Ε είναι οι 

προβολές της κορυφής Α του τριγώνου ΑΒΓ στην Βx και Βy αντίστοιχα, να 

αποδείξετε ότι:  

α) Το τετράπλευρο ΑΔΒΕ είναι ορθογώνιο.      

          (Μονάδες 7)  

β) Η ευθεία ΕΔ είναι παράλληλη προς τη ΒΓ και διέρχεται από το μέσο Μ της ΑΓ. 

                   (Μονάδες 10)  

γ) Το τετράπλευρο ΚΜΓΒ είναι τραπέζιο και θ διάμεσος του είναι ίση με 
3α

4
 , 

όπου α=ΒΓ .    

        (Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α) Γνωρίζουμε ότι οι διχοτόμοι των εφεξής και παραπληρωματικών γωνιών τέμνονται 

κάθετα, οπότε γωνία 90  . Επομένως, ΑΔΒΕ είναι ορθογώνιο επειδή έχει τρείς 

ορθές γωνίες. 

 

β) Αφού ΑΔΒΕ είναι ορθογώνιο τότε οι διαγώνιοί του ΔΕ, ΑΒ διχοτομούνται στο Κ και 

είναι ίσες, οπότε ΚΔΚΒ, άρα το τρίγωνο ΚΒΔ ισοσκελές, οπότε    (1).  

 

Η  είναι εξωτερική γωνία του τριγώνου ΚΒΔ οπότε ισχύει: 

 1

2    , οπότε ΕΔ//ΒΓ αφού οι ,   είναι εντός εναλλάξ. 

Έτσι στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε ότι Κ μέσο της ΑΒ και ΚΜ//ΒΓ άρα Μ μέσο της ΑΓ 

 

γ) Αφού ΚΜ//ΒΓ και οι πλευρές ΜΓ, ΚΒ τέμνονται στο Α τότε το τετράπλευρο ΚΜΓΒ 

είναι τραπέζιο. Αν δ η διάμεσος του τραπεζίου ΚΜΓΒ τότε ισούται με:  

δ 
ΚΜ ΒΓ

2


(2) 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ, έχουμε  ότι Κ μέσο της ΑΒ και ότι Μ μέσο της ΑΓ άρα  

ΚΜ//
ΒΓ

2
(3) 

Από τις (2), (3) έχουμε:  

δ

ΒΓ
ΒΓ

2

2





3
ΒΓ

2

2


3 ΒΓ

4




3α

4
 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4651)      

 Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ θεωρούμε σημεία Ε, Ζ, Η, Θ στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, 

ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα, με ΑΕ=ΓΗ και ΒΖ=ΔΘ.  

Να αποδείξετε ότι:  
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α) Το τετράπλευρο ΑΕΓΗ είναι παραλληλόγραμμο.     

                    (Μονάδες 6)  

β) Το τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραμμο.     

                     (Μονάδες  10)  

γ) Τα τμήματα ΑΓ, ΒΔ, ΕΗ και ΖΘ διέρχονται από το ίδιο σημείο.   

                     (Μονάδες 9) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Επειδή ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο τότε ΑΒ//ΔΓ , οπότε ΑΕ//ΗΓ άρα το τετράπλευρο 

ΑΕΓΗ είναι παραλληλόγραμμο. 

 

β) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΘΕ και ΓΖΗ, που έχουν 

 ΑΘ=ΑΔ-ΘΔ=ΒΓ-ΒΖ=ΓΖ  

 ΑΕ=ΓΗ 

   (απέναντι γωνίες παραλληλογράμμου)  

άρα ίσα σύμφωνα με το κριτήριο (Π-Γ-Π), οπότε ΘΕΗΖ (1) 

Όμοια για τα τρίγωνα ΔΗΘ και ΒΕΖ είναι ίσα άρα και ΘΗ=ΕΖ (2) .  

Από (1),(2) οι απέναντι πλευρές τετραπλεύρου ΕΖΗΘ είναι ίσες άρα παραλληλόγραμμο. 

 

γ) Αφού το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο τότε οι διαγώνιοι του ΒΔ, ΑΓ 

διχοτομούνται, έστω στο Ο. 

Αφού το ΑΕΓΗ είναι παραλληλόγραμμο τότε οι διαγώνιοι του ΑΓ και ΕΗ διχοτομούνται 

στο Ο , λόγω της μοναδικότητας του μέσο του ΑΓ. 

Αφού το ΘΕΖΗ παραλληλόγραμμο τότε οι διαγώνιοί του ΕΗ, ΘΖ διχοτομούνται στο Ο 

λόγω της μοναδικότητας του μέσου της ΕΗ.  

Επομένως, τα τμήματα ΑΓ, ΒΔ, ΕΗ, ΖΘ διέρχονται από το Ο.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4652)        

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και σημεία Κ, Λ της διαγωνίου του ΒΔ, τέτοια 

ώστε να ισχύει ΒΚ=ΚΛ=ΛΔ .  

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΚΓΛ είναι παραλληλόγραμμο.   

                  (Μονάδες 10)  
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β) Να αποδείξετε ότι, αν το αρχικό παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι ρόμβος, τότε και 

το ΑΚΓΛ είναι ρόμβος. 

          (Μονάδες 8)  

γ) Ποιά πρέπει να είναι η σχέση των διαγωνίων του αρχικού παραλληλογράμμου 

ΑΒΓΔ, ώστε το ΑΚΓΛ να είναι ορθογώνιο. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

          (Μονάδες 7) 

 

ΛΥΣΗ 

 
α) Αν Ο το κέντρο του παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ τότε ισχύει Ο  μέσο της διαγωνίου ΒΔ 

άρα ΟΒ=ΟΔ(1) 

Όμως ΟΚ=ΟΒ-ΒΚ και από υπόθεση ΒΚ=ΟΛ άρα και λόγω (1) ΟΚ=ΟΔ-ΟΛ άρα Ο μέσο 

και της ΛΚ.  

 

Επομένως οι διαγώνιοι του τετραπλεύρου ΑΚΓΛ διχοτομούνται άρα είναι 

παραλληλόγραμμο. 

 

β) Αφού ΑΒΓΔ είναι ρόμβος τότε οι διαγώνιοι του ΑΓ, ΒΔ τέμνονται κάθετα, οπότε 

και το ΑΚΓΛ θα είχε κάθετες  διαγώνιους, άρα θα ήταν ρόμβος.  

 

γ) Αν το ΑΚΓΛ είναι ορθογώνιο τότε οι διαγώνιοι του είναι ίσες, δηλαδή  

ΑΓΚΛ  ΑΓ
BΔ

3
 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4653)                                 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και έστω Ο το σημείο τομής των διαγωνίων ΑΓ 

και ΒΔ. Φέρνουμε την ΑΕ κάθετη στην διαγώνιο ΒΔ. Εάν Ζ είναι το συμμετρικό 

του Α ως προς την διαγώνιο ΒΔ, τότε να αποδείξετε ότι:  

α) Το τρίγωνο ΑΔΖ είναι ισοσκελές.  

          (Μονάδες 7)  
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β) ΖΓ = 2ΟΕ.           

          (Μονάδες 9)  

γ) Το τετράπλευρο με κορυφές τα σημεία Β,Δ,Ζ και Γ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

          (Μονάδες 9) 

  

ΛΥΣΗ 

 
α) Αφού Ζ είναι συμμετρικό του Α ως προς τη διαγώνιο ΒΔ τότε ΔΕ μεσοκάθετος του 

ΑΖ, οπότε ΔΑΔΖ δηλαδή το ΑΔΖ είναι ισοσκελές. 

 

β) Στο τρίγωνο ΑΖΓ, έχουμε ότι Ε μέσο της ΑΖ και Ο μέσο της ΑΓ (σημείο τομής των 

διαγωνίων του παραλληλογράμμου) άρα το τμήμα ΟΕ ενώνει μέσα πλευρών του 

τριγώνου ΑΓΖ άρα  ΟΕ//
ΖΓ

2
, άρα ΖΓ2ΟΕ 

γ) Αφού ΖΓ//ΒΔ (από το προηγούμενο ερώτημα) και οι πλευρές ΒΓ, ΔΖ τέμνονται, αφού 

ΒΓ//ΑΔ και ΑΔ, ΔΖ τέμνονται στο Δ οπότε οι ΒΓ, ΔΖ τέμνονται. Επομένως το ΒΔΖΓ 

είναι τραπέζιο και επειδή ΔΖΑΔΒΓ το ΒΔΖΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4655)       

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Στην προέκταση της πλευράς ΑΒ παίρνουμε 

τμήμα ΒΕ=ΑΒ και στην προέκταση της πλευράς ΑΔ τμήμα ΔΖ=ΑΔ.  

α) Να αποδείξετε ότι:  

i. Τα τετράπλευρα ΒΔΓΕ και ΒΔΖΓ είναι παραλληλόγραμμα.    

          (Μονάδες 7)  

ii. Τα σημεία Ε, Γ και Ζ είναι συνευθειακά.      

          (Μονάδες 9)  

β) Αν Κ και Λ είναι τα μέσα των ΒΕ και ΔΖ αντίστοιχα, τότε ΚΛ// ΔΒ και  
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ΚΛ=
3

2
 ΔΒ.                    (Μονάδες 9) 

 

ΛΥΣΗ 

 

α)  i)Αφού ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο τότε ΑΒ//ΑΓ και ΑΔ//ΒΓ. 

Οπότε ΒΔΓΕ παραλληλόγραμμο, αφού ΒΕ//ΔΓ (ΒΕΑΒ) και ΒΔΖΓ 

παραλληλόγραμμο, αφού ΒΓ//ΔΖ (ΑΔΔΖ). 

 

 ii)  Αφού ΒΔΓΕ, ΒΔΖΓ παραλληλόγραμμα τότε  

ΓΕ//ΒΔ και ΓΖ//ΒΔ και επειδή Γ σημείο που δεν ανήκει στην ευθεία ΒΔ τότε από το 

αίτημα παραλληλίας τα σημεία Ζ, Γ, Ε είναι συνευθειακά.  

 

β) Αφού ΒΔ//ΖΕ και οι πλευρές ΒΕ, ΔΖ τέμνονται στο Α έχουμε ότι το τετράπλευρο 

ΒΔΖΕ είναι τραπέζιο.  

Επειδή Κ, Λ μέσα των μη παράλληλων πλευρών του τραπεζίου ΒΔΖΕ τότε ΚΛ 

διάμεσος, οπότε ΚΛ//ΔΒ και  

ΚΛ
ΒΔ ΖΕ

2




ΒΔ ΖΓ ΓΕ

2

 


3

2
ΒΔ. 

 

 

 

http://lisari.blogspot.gr/


Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 5ο: Παρ/μα - Τραπέζια 

lisari – team       «Θέμα Δ»  

162 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4731)     

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ και το ύψος του ΑΜ. Φέρουμε ΜΔ 

κάθετη την ΑΓ και θεωρούμε Η το μέσο του τμήματος ΜΔ. Από το Η φέρουμε 

παράλληλη στη ΒΓ η οποία τέμνει τις ΑΜ και ΑΓ στη σημεία Κ και Ζ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) ΗΖ =
ΒΓ

4
            

          (Μονάδες 9) 

β) ΜΖ // ΒΔ           

          (Μονάδες 8)  

γ) Η ευθεία ΑΗ είναι κάθετη στη ΒΔ.      

          (Μονάδες 8) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Στο τρίγωνο ΜΔΓ, έχουμε ότι το Η μέσο της ΜΔ και ΗΖ//ΜΓ άρα Ζ μέσο της ΔΓ  

άρα  

ΗΖ//
ΜΓ

2
(1) (ΗΖ ενώνει μέσα των πλευρών στο τρίγωνο ΜΔΓ) 

Τώρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές και ΑΜ ύψος οπότε και διάμεσος, οπότε    

ΜΒΜΓ
ΒΓ

2
  (2) 

Από τις (1), (2) έχουμε:   

ΗΖ
ΜΓ

2


ΒΓ

2

2


ΒΓ

4
 

 

β) Στο τρίγωνο ΒΔΓ, έχουμε ότι Μ μέσο της ΒΓ και Ζ μέσο της ΔΓ άρα  ΜΖ//ΒΔ (ΜΖ  

ενώνει  μέσα πλευρών στο τρίγωνο ΒΓΔ) 

 

γ) Αφού ΖΚ//ΒΓ και ΒΓ κάθετη στην ΑΜ  οα είναι ΖΚ κάθετη στην ΑΜ και τότε στο 

τρίγωνο ΑΜΖ, έχουμε ότι τα ΖΚ, ΜΔ ύψη του τριγώνου που τέμνονται στο Η, οπότε Η 

ορθόκεντρο, επομένως ΑΗ κάθετη στη ΜΖ και  επειδή  ΑΗ κάθετη στην ΜΖ και ΜΖ//ΒΔ  

θα είναι  ΑΗ κάθετη στην ΒΔ. 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_4735)      

 Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΔ η διχοτόμος της γωνίας Α, για την οποία ισχύει 

ΑΔ=ΔΓ. Η ΔΕ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΔΒ και η ΔΗ παράλληλη στην ΑΒ.   

Να αποδείξετε ότι:  

α) Τα τμήματα ΕΔ και ΑΓ είναι παράλληλα.      

          (Μονάδες 9)  

β) Το τρίγωνο ΕΑΔ είναι ισοσκελές.       

          (Μονάδες 8)  

γ) Τα τμήματα ΑΔ και ΕΗ διχοτομούνται.      

          (Μονάδες 8) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Έχουμε  αφού ΕΔ διχοτόμος της γωνίας ΑΔΒ γωνίες     και  

ακόμη επειδή ΑΔ διχοτόμος της γωνίας Α γωνίες έχουμε    και  

επειδή ΑΔ=ΓΔ το τρίγωνο ΑΔΓ ισοσκελές άρα γωνίες .     

 

Όμως η  εξωτερική γωνία στο τρίγωνο  ΑΔΓ άρα θα ισχύει  

2    και επειδή 2     θα είναι 2φ=2ω άρα 

    άρα ΕΔ//ΑΓ, αφού οι ,  είναι εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των 

ΕΔ,ΑΓ που τέμνονται από την ΒΓ και είναι ίσες. 

 

β) Από (α) έχουμε  ω=φ άρα    οπότε το τρίγωνο ΕΑΔ είναι ισοσκελές. 

 

γ) Το τετράπλευρο ΑΕΔΖ είναι παραλληλόγραμμο, συνεπώς οι διαγώνιοι του 

διχοτομούνται. Άρα οι ΕΔ, ΕΖ διχοτομούνται. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4737)        

Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με γωνία 
060  . Φέρνουμε τα ύψη ΑΔ και ΓΕ που 

τέμνονται στο Η. Φέρνουμε ΚΖ διχοτόμο της γωνίας ΕΗΑ και ΘΗ κάθετο στο 

ύψος ΑΔ. Να αποδείξετε ότι:  

α) Για το τμήμα ΖΕ ισχύει ΖΗ=2ΕΖ.       

          (Μονάδες 9)  
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β) Το τρίγωνο ΘΖΗ είναι ισόπλευρο.      

          (Μονάδες 8)  

γ) Το τετράπλευρο ΘΗΚΒ είναι ισοσκελές τραπέζιο.     

                     (Μονάδες 8) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΔΑΒ, επειδή γωνία 060 

έχουμε 030  . 

 

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΗΕΑ έχουμε: 

90 90 30 90 60            

Επειδή η ΖΚ είναι διχοτόμος της   θα είναι  

30   

Επομένως στο ορθογώνιο τρίγωνο ΗΕΖ, έχουμε ότι:  

90  και 30   

 

τότε ( κάθετη πλευρά ορθογωνίου απέναντι από γωνία 300)   

ΕΖ
ΖΗ

2
  ΖΗ2ΕΖ 

 

β) Επειδή ΘΗ και ΒΓ είναι κάθετες στην ΑΔ είναι παράλληλες οπότε 060    

και στο ορθογώνιο τρίγωνο ΖΕΗ από (α) είναι 060    άρα το τρίγωνο ΖΗΘ είναι 

ισοσκελές με δύο γωνίες ίσες με 600 άρα είναι ισόπλευρο. 

 

γ) Το τετράπλευρο ΘΗΚΒ έχει μόνο δύο πλευρές παράλληλες τις ΘΗ//ΒΚ (οι άλλες 

δύο ΒΘ, ΚΗ τέμνονται στο Ζ) άρα είναι τραπέζιο και οι παρά την βάση του ΒΚ γωνίες 

ίσες με 600 (αφού 060  από υπόθεση και 060  από (β) άρα και 060  )  άρα είναι 

ισοσκελές. 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4753)      
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Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Έστω σημείο Α εξωτερικό του κύκλου 

και τα εφαπτόμενα τμήματα ΑΒ και ΑΓ ώστε να ισχύει 
0ΒΑΓ 60 . Έστω ότι η 

εφαπτόμενη του κύκλου στο Δ τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα Ε και Ζ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)  Το τετράπλευρο ΑΒΟΓ είναι εγγράψιμο με ΟΑ=2ΟΒ.                                                     

Μονάδες 6 

β) Το τρίγωνο ΑΕΖ είναι ισόπλευρο.     

Μονάδες 6 

γ) 2ΖΒ = ΑΖ                                             

  Μονάδες 7 

δ) Το τετράπλευρο ΕΖΒΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο.      

Μονάδες 6 

 

 

Λύση 

α) Το τετράπλευρο ΑΒΟΓ είναι εγγράψιμο, αφού  

0 0 090 90 180    , 

δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωματικές.  

 

β) Γνωρίζουμε ότι η διακεντρική ευθεία ΑΟ είναι διχοτόμος της γωνίας Α, άρα στο 

τρίγωνο ΑΖΕ έχουμε το ΑΔ ύψος και διχοτόμος, επομένως είναι ισοσκελές.  

Όμως η γωνία Α είναι 060 , άρα το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισόπλευρο. 

 

γ) Έχουμε,  

2ΖΒ = 2ΖΔ (ΖΔ, ΖΒ εφαπτόμενα τμήματα του κύκλου (Ο, ρ)) 

 

        = ΖΕ (αφού Δ μέσο του ΕΖ) 

        = ΖΑ  (αφού το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισόπλευρο) 

 

δ) Θα δείξουμε ότι:    

Αρχικά τα δύο τρίγωνα ΑΖΕ και ΑΒΓ είναι ισόπλευρα τρίγωνα (ως ισοσκελής με μια 

γωνία 060 ). Επομένως οι γωνίες ΑΖΕ και ΑΒΓ είναι ίσες με 060 , άρα οι εντός εκτός 

και επί τ’ αυτά γωνίες είναι ίσες, οπότε   .  
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Θα δείξουμε ότι: ΖΒ = ΕΓ 

Έχουμε, ΖΒ = ΖΔ = ΔΕ = ΕΓ (ΔΕ, ΕΓ εφαπτόμενα τμήματα του κύκλου (Ο, ρ)) 

 

Τέλος οι πλευρές ΖΒ και ΕΓ είναι μη παράλληλες αφού τέμνονται στο Α, άρα το ΕΖΒΓ 

είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4756)      

Δίνεται κύκλος (Ο, ρ) και ΑΓ μια διάμετρός του. Θεωρούμε τις χορδές ΑΔ = ΒΓ. 

Έστω Κ και Λ τα μέσα των χορδών ΔΓ και ΒΓ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α)  Οι χορδές ΑΒ και ΔΓ είναι παράλληλες.          

Μονάδες 6 

β) Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.                                              

Μονάδες 6 

γ) Η ΒΔ είναι διάμετρος του κύκλου.             

  Μονάδες 7 

δ) Το τετράπλευρο ΟΛΓΚ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.     

Μονάδες 6                                      

 

 

Λύση 

α) Τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΑΒΓ είναι ίσα γιατί, 

 οι γωνίες Δ και Β είναι ορθές (αφού βαίνουν σε ημικύκλιο) 

 ΑΓ = ΑΓ (κοινή πλευρά)  

 ΑΔ = ΒΓ (δεδομένο) 

άρα οι γωνίες ΑΓΔ και ΓΑΒ είναι ίσες, δηλαδή οι εντός εναλλάξ γωνίες είναι ίσες, άρα 

   

 

β) Έχουμε, ΔΓ = ΑΒ (από την προηγούμενη σύγκριση τριγώνων) και ΑΔ = ΒΓ από τα 

δεδομένα, άρα οι απέναντι πλευρές του τετραπλεύρου  είναι ίσες, οπότε το ΑΒΓΔ είναι 

παραλληλόγραμμο. Όμως η γωνία Β είναι ορθή, άρα το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο 

παραλληλόγραμμο.  
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γ) Επειδή ΒΔ = ΑΓ = 2ρ, η χορδή ΒΔ είναι διάμετρος του κύκλου (Ο, ρ).  

 

δ) Στο τρίγωνο ΓΔΑ το ευθύγραμμο τμήμα ΚΟ ενώνει τα μέσα των πλευρών ΔΓ και ΑΓ 

αντίστοιχα, οπότε ΟΚ // ΑΔ, άρα η γωνία Κ είναι ορθή. Όμοια αποδεικνύουμε στο 

τρίγωνο ΑΒΓ, ότι η γωνία Λ είναι ορθή. Επομένως το τετράπλευρο ΟΛΓΚ έχει τρεις 

γωνίες ορθές, άρα είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4762)      

Στο παρακάτω σχήμα το ορθογώνιο ΕΖΗΘ παριστάνει ένα τραπέζι του μπιλιάρδου. 

Μια μπάλα του μπιλιάρδου ξεκινάει από σημείο Α της μεσοκαθέτου του τμήματος 

ΕΖ και χτυπώντας διαδοχικά στους τοίχους του μπιλιάρδου ΕΘ, ΘΗ, ΗΖ στα σημεία 

Β, Γ και Δ αντίστοιχα, καταλήγει στο σημείο εκκίνησης Α. Για τη διαδρομή Α → Β 

→ Γ → Δ → Α που ακολουθεί η μπάλα ισχύει ότι κάθε γωνία πρόσπτωσης σε τοίχο 

(π.χ η γωνία ΑΒΕ) είναι ίση με κάθε γωνία ανάκλασης σε τοίχο (π.χ η γωνία ΘΒΓ) 

και η κάθε μια απ' αυτές είναι 045 . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

     i. Τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΑΖΔ είναι ίσα.        

Μονάδες 9 

    ii. Η διαδρομή ΑΒΓΔΑ της μπάλας σχηματίζει τετράγωνο.  

Μονάδες 8 

β) Αν η ΑΖ είναι διπλάσια από την απόσταση του Α από τον τοίχο ΕΖ, να 

υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΕΖ.  

Μονάδες 8 

 

Λύση 

α) i. Έχουμε 
 

   , γιατί 

 
0

1 1 45     

 ΑΕ = ΑΖ (Α σημείο της μεσοκαθέτου ΕΖ) 

 2 2   , ως διαφορές ίσων γωνιών 

(άρα ΑΒ = ΑΔ).  

 

ii. Επειδή,  

0 0 0 0180 45 45 90         

είναι ορθογώνιο, αφού έχει τρεις γωνίες ορθές.  
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Επίσης, ΑΒ = ΑΔ (από την προηγούμενη σύγκριση τριγώνων), δηλαδή έχει δύο 

διαδοχικές πλευρές ίσες, άρα το ΑΒΓΔ είναι ρόμβος, άρα συνολικά τετράγωνο. 

 

β) Έχουμε,  

2
2


     

όμως το τρίγωνο ΑΚΖ είναι ορθογώνιο, οπότε 
0

1 1 30    , άρα  

0 0 0 0180 30 30 120      

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4767)     

Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 
090  . Στην πλευρά ΒΓ θεωρούμε τα σημεία 

Κ, Μ, Λ ώστε ΒΚ = ΚΜ = ΜΛ = ΛΓ. Αν τα σημεία Δ και Ε είναι τα μέσα των 

πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΔΕΛΚ είναι παραλληλόγραμμο 

Μονάδες 13  

β) Η διάμεσος του τραπεζίου ΚΔΑΜ ισούται με 
3

8
  

Μονάδες 12 

 

 

Λύση 

α) Στο τρίγωνο ΑΒΜ, τα Δ και Κ είναι μέσα των πλευρών ΑΒ και ΒΜ αντίστοιχα, άρα  

2


      

Όμοια στο τρίγωνο ΓΜΑ, τα Ε και Λ είναι μέσα των πλευρών ΑΓ και ΜΓ αντίστοιχα, 

άρα 

2


      

άρα οι απέναντι πλευρές ΔΚ και ΕΛ είναι παράλληλες και ίσες, άρα το ΔΕΛΚ είναι 

παραλληλόγραμμο.  

 

β) Η διάμεσος του τραπεζίου ΚΔΑΜ ισούται  

3
3 32 2

2 2 4 4 8

 
 

   
     

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4769) 
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Έστω ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (  ) με 2    και 
2

     


 . 

Φέρουμε τη διχοτόμο της γωνίας Β, η οποία τέμνει το ΔΓ στο Κ και η κάθετη από 

το Κ προς το ΒΓ το τέμνει στο Μ. 

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του ΑΒΓΔ 

Μονάδες  10 

β) Να αποδείξετε ότι:  

      i. Το τετράπλευρο ΑΒΚΔ είναι ρόμβος. 

Μονάδες 8 

     ii. Το σημείο Μ είναι το μέσο του ΒΓ. 

Μονάδες 7 

  

Σημείωση: Το δεδομένο της τελευταίας ισότητας
2

     


  είναι περιττό 

(μπορούμε να το αποδείξουμε με τα άλλα δεδομένα).  

 

Λύση 

α) Επειδή   έχουμε,  

0 0 0 0180 2 180 3 180 60           

άρα 
060     και 

0120   , αφού οι γωνίες της βάσης ισοσκελούς τραπεζίου 

είναι ίσες.  

 

β) i. Επειδή η ΒΚ είναι διχοτόμος της γωνίας Β, άρα 
060   . 

Το ΑΒΚΔ έχει τις απέναντι γωνίες ίσες, άρα είναι παραλληλόγραμμο. Όμως ΑΒ = ΑΔ, 

δηλαδή έχει δύο διαδοχικές πλευρές ίσες, άρα το ΑΒΚΔ είναι ρόμβος.  

 

   ii. Το τρίγωνο ΚΒΓ είναι ισόπλευρο, αφού είναι ισοσκελές (
060    ) και μια 

γωνία του είναι 060 , οπότε το ύψος ΚΜ είναι και διάμεσος, δηλαδή το Μ είναι μέσο του 

ΒΓ.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4771) 

Έστω τετράγωνο ΑΒΓΔ και Μ το μέσο της πλευράς ΔΑ . Προεκτείνουμε το τμήμα 

ΔΑ (προς την πλευρά του Α) κατά τμήμα 
2


  . Φέρουμε τα τμήματα ΓΜ και 

ΒΝ και θεωρούμε τα μέσα τους Κ και Λ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΜΝΒΓ είναι παραλληλόγραμμο. 
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Μονάδες 8  

β) Το τετράπλευρο ΑΔΚΛ είναι παραλληλόγραμμο. 

Μονάδες 9  

γ) Το τετράπλευρο ΑΜΚΛ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

  Μονάδες 8 

 

 

Λύση 

α) Έχουμε,  

2
2


       

Όμως οι πλευρές ΑΔ (άρα και ΜΝ) και ΒΓ είναι παράλληλες, οπότε έχουμε δύο 

πλευρές τις ΜΝ και ΒΓ ίσες και παράλληλες, άρα το ΜΝΒΓ είναι παραλληλόγραμμο.  

 

β) Θα αποδείξουμε αρχικά ότι το ΜΝΛΚ είναι παραλληλόγραμμο. 

Έχουμε ΜΓ = ΒΝ, άρα ΜΚ = ΝΛ, ως μισά ίσων πλευρών. Επίσης ΜΚ // ΝΛ, άρα το 

ΜΝΛΚ είναι παραλληλόγραμμο, άρα και οι πλευρές ΜΝ και ΚΛ είναι ίσες και 

παράλληλες.  

Θα δείξουμε ότι το ΑΔΚΛ είναι παραλληλόγραμμο. 

Έχουμε,   

      όμως ΜΝ = ΑΔ, 

άρα       

 

γ) Αρχικά θα αποδείξουμε ότι το ΑΜΚΛ είναι τραπέζιο. 

 ΑΜ // ΚΛ  

 / /  ,  γιατί η ΜΚ τέμνει την ΔΚ στο Κ, άρα θα τέμνει και την 

παράλληλή της, την ΑΛ.  

 

Θα δείξουμε ότι ΜΚ = ΑΛ. 

Το ΔΚ είναι διάμεσος στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΜΓ, άρα  

2


        

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4774) 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και δύο κάθετες ακτίνες του ΟΒ και ΟΓ. Έστω Α το 

μέσον του τόξου ΒΓ. Από το Α φέρω κάθετες στις ακτίνες ΟΒ και ΟΓ που τις 

τέμνουν στα Δ και Ε αντίστοιχα. Οι προεκτάσεις των ΑΔ και ΑΕ τέμνουν τον 

κύκλο στα σημεία Ζ και Η αντίστοιχα.  
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Να αποδείξετε ότι: 

α) ΑΖ = ΑΗ 

Μονάδες 4  

β) Το ΑΔΟΕ είναι ορθογώνιο 

Μονάδες 7  

γ) Τα σημεία Ζ και Η είναι αντιδιαμετρικά 

  Μονάδες 7 

δ) Το τετράπλευρο ΒΓΗΖ είναι ισοσκελές τραπέζιο.                                                      

Μονάδες 7  

 

 

Λύση 

α) Επειδή τα τόξα ΑΖ και ΑΗ είναι ίσα, τότε και οι αντίστοιχες χορδές θα είναι ίσες, 

δηλαδή ΑΖ = ΑΗ.  

 

β) Επειδή έχουμε τρεις γωνίες Δ, Ο, Ε ορθές, το τετράπλευρο ΑΔΟΕ είναι ορθογώνιο. 

 

γ) Επειδή η γωνία Α είναι ορθή, τότε το τόξο ΖΗ βαίνει σε ημικύκλιο, δηλαδή η ΖΗ 

είναι διάμετρος, άρα τα Ζ, Η είναι αντιδιαμετρικά σημεία.  

 

δ) Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΟΖ (ΟΖ = ΟΑ = ρ), το ύψος ΟΔ είναι και διάμεσος και αν 

το προεκτείνουμε καταλήγει στο μέσο του τόξου ΖΑ, το σημείο Β. Όμοια 

αποδεικνύεται ότι και το σημείο Γ είναι στο μέσο του τόξου ΑΗ.  

Επειδή    έχουμε,  

 ΒΖ = ΓΗ 

 ΒΓ // ΖΗ  (από γνωστό σχόλιο σχολικού βιβλίου σελ. 129 – σχήμα 5),   

άρα το ΒΓΗΖ είναι ισοσκελές τραπέζιο (προφανώς οι πλευρές ΒΖ και ΗΓ τέμνονται 

αφού 
0 0

0 0135 135
135 180

2 2
     ). 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4778) 
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Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ > ΒΓ και 
090   θεωρούμε σημείο Ζ στη 

προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) τέτοιο ώστε ΓΖ = ΒΓ. Αν Ε είναι σημείο της ΑΒ, 

τέτοιο ώστε ΕΓ = ΓΒ, να αποδείξετε ότι: 

α) Η γωνία ΒΕΖ είναι ορθή. 

Μονάδες 8  

β) Το τετράπλευρο ΑΕΓΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

Μονάδες 8  

γ) Το τετράπλευρο ΑΓΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.  

  Μονάδες 9 

Σημείωση: Η άσκηση είχε αφαιρεθεί και προστέθηκε. Στην νέα έκδοση δεν δίνεται 

το σχήμα. 

 

Λύση 

α) Στο τρίγωνο ΖΕΒ παρατηρούμε ότι, 

2


    , άρα 

090   

β) Έχουμε,  

 ΑΔ = ΕΓ (=ΒΓ) 

 ΑΒ // ΓΔ, άρα και ΑΕ // ΔΓ  

 ΕΓ τέμνει τη ΒΓ στο Γ, όμως ΒΓ // ΑΔ, άρα η ΕΓ θα τέμνει και την ΑΔ  

οπότε το ΑΕΓΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

 

γ) Οι απέναντι πλευρές ΑΔ και ΖΓ είναι ίσες και παράλληλες (αφού ΖΓ = ΒΓ), άρα το 

ΑΓΖΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4781) 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, με ΑΚ διχοτόμο της γωνίας Α.  Στην προέκταση της ΑΚ 

θεωρούμε σημείο Δ ώστε ΑΚ = ΚΔ. Η παράλληλη από το Δ προς την ΑΒ τέμνει τις 

ΑΓ και ΒΓ στα Ε και Ζ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΕΔ είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 6  

β) Η ΕΚ είναι μεσοκάθετος της ΑΔ. 

Μονάδες 6  

γ) Τα τρίγωνα ΑΚΒ και ΚΔΖ είναι ίσα. 

  Μονάδες 7  

δ) Το τετράπλευρο ΑΖΔΒ είναι παραλληλόγραμμο. 

Μονάδες 6 
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 Λύση 

α) Έχουμε,  

 

 

1 2

2 2

1 2

ό ά

έ

ό

      


       

     

 

 

β) Το τρίγωνο ΑΕΔ είναι ισοσκελές και το ΕΚ είναι διάμεσος, άρα η ΕΚ είναι 

μεσοκάθετος της ΑΔ. 

γ) Έχουμε    γιατί, 

 1 2   (κατακορυφήν) 

 ΑΚ = ΚΔ 

 1 2    (ως εντός εναλλάξ)  

άρα έχουμε μια πλευρά ίση μία προς μία και τις προσκείμενες γωνίες τους ίσες.  

 

δ) Από την παραπάνω σύγκριση τριγώνων παίρνουμε      , άρα 

έχουμε δύο απέναντι πλευρές ίσες και παράλληλες, οπότε το ΑΖΔΒ είναι 

παραλληλόγραμμο.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4783) 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Στην προέκταση του ύψους του ΑΚ θεωρούμε σημείο Δ 

ώστε ΑΚ = ΚΔ. Έστω Λ, Μ, Ν τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές 

Μονάδες 7  

β) Το τετράπλευρο ΒΛΚΝ είναι ρόμβος 

Μονάδες 9  

γ)   

  Μονάδες 9 
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Λύση 

α) Το ΒΚ είναι μεσοκάθετος του ΑΔ, άρα ΒΑ = ΒΔ. 

β) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΚ, έχουμε 
2


  .  

Επίσης από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΚΔ, έχουμε  

2


  , όμως ΑΒ = ΒΔ, οπότε ΚΛ = ΚΝ. 

Ακόμα,  

2 2

 
       , 

άρα όλες οι πλευρές του τετραπλεύρου ΒΛΚΝ είναι ίσες, άρα είναι ρόμβος.  

 

γ) Έχουμε, 

 1

 

   

  

 

Επίσης,  2    , από (1) και (2) έχουμε,    

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4786) 

Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τις μεσοκαθέτους μ1, μ2 των πλευρών του ΑΒ και 

ΑΓ, οι οποίες τέμνονται στο μέσο Μ της ΒΓ.  

α) Να αποδείξετε ότι: 

     i. Το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με 
090   

Μονάδες 5 

    ii. Το τετράπλευρο ΑΛΜΚ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. 

Μονάδες 7 

   iii. 
4


   ,όπου Θ το σημείο τομής των ΑΜ και ΚΛ 

Μονάδες 6 

β) Αν Ι σημείο της ΒΓ τέτοιο ώστε 
4


   να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο 

ΚΘΙΒ είναι παραλληλόγραμμο. 

Μονάδες 7 
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Λύση  

α) i. Από το τρίγωνο ΜΑΒ έχουμε ΜΑ = ΜΒ (1) . Από το τρίγωνο ΜΑΓ έχουμε  

ΜΑ = ΜΓ (2). Από (1) και (2) έχουμε,  

090
2


     

 

ii. Έχουμε,  

/

2

 
 

    
    



 

όμως η γωνία Α είναι ορθή, οπότε το ΚΜΛΑ είναι ορθογώνιο.  

 

iii. Έχουμε, 

2

2 2 2 4


  

      

αφού το ΑΜ είναι διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ. 

 

β) Έχουμε,  

2 /
2 2 4

  
   

                
  

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4788) 

Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ // ΓΔ, ΔΓ = 4ΑΒ και ΒΓ = 2ΑΒ . Θεωρούμε σημείο Ζ 

της ΓΔ, ώστε ΔΖ = ΑΒ. Αν η γωνία Γ είναι 060  και ΒΕ το ύψος του τραπεζίου, να 

αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΒΓΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

Μονάδες 8  

β) Το τρίγωνο ΖΑΕ είναι ισόπλευρο.     

Μονάδες 8  

γ) Τα τρίγωνα ΔΑΖ και ΓΑΕ είναι ίσα.    

  Μονάδες 9 
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Λύση 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΓ, έχουμε, 

0 0
160 30 /

2

 
             

 

β) Αν ΑΒ = ΔΖ = ΕΓ = x, τότε AE 2 2x   . Όμως  

4 x x 4x 2x 2x        , 

άρα ΖΕ = ΑΕ, δηλαδή το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισοσκελές και επειδή η γωνία ΑΕΖ είναι 
060 (ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΕ, ΒΓ με τεμνόμενη την ΕΓ), το τρίγωνο 

είναι ισόπλευρο. 

 

γ) Έχουμε, 
 

   γιατί 

 ΑΖ = ΑΕ = 2x 

 
0120     γιατί 

0 0 090 30 120       

 ΔΖ = ΕΓ 

έχουμε δύο πλευρές ίσες και την περιεχόμενη γωνία ίση.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4790) 

Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ // ΓΔ και ΑΔ = ΒΓ = ΑΒ. Φέρουμε τα 

τμήματα ΑΕ και ΒΖ κάθετα στις διαγώνιες ΒΔ και ΑΓ αντίστοιχα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα σημεία Ζ και Ε είναι μέσα των διαγώνιων ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα. 

Μονάδες 5  

β) ΑΕ= ΒΖ 

Μονάδες 8  

γ) Το τετράπλευρο ΑΕΖΒ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

  Μονάδες 7  

δ) Η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Δ.  

Μονάδες 5 
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Λύση 

α) Το τρίγωνο ΑΔΒ είναι ισοσκελές ενώ το ΑΕ είναι ύψος, άρα είναι και διάμεσος, 

δηλαδή Ε μέσο του ΒΔ. Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές ενώ το ΒΖ είναι ύψος, άρα 

και διάμεσος, δηλαδή Ζ μέσο του ΑΓ. 

β) Έχουμε, 
 

    γιατί 

 
090     

 ΑΒ = ΑΒ (κοινή πλευρά)  

 ΕΒ = ΖΑ (αφού 
2 2

 
       ) 

άρα ΑΕ = ΒΖ .  

 

γ) Έχουμε ΑΕ = ΒΖ. Επίσης τα Ε, Ζ ενώνουν τα μέσα των διαγώνιων του τραπεζίου 

ΑΒΓΔ, άρα  

2

 
   

 
 

Τέλος, αφού οι διαγώνιες ΑΓ και ΒΔ τέμνονται, θα τέμνονται και τα κάθετα τμήματά 

τους, δηλαδή το ΑΕ και ΒΖ. Επομένως το ΑΕΖΒ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

 

δ) Έχουμε, 

 

 

1 1

1 2

2 1

ό ά

ό ί

έ

     

          


     

 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4791) 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ τέτοιο ώστε αν φέρουμε την κάθετη στην ΑΓ στο 

κέντρο του Ο, αυτή τέμνει την προέκταση της ΑΔ σε σημείο Ε τέτοιο ώστε 

ΔΕ=ΑΔ.   

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισοσκελές.    

Μονάδες 7  

β) Το τετράπλευρο ΒΓΕΔ είναι παραλληλόγραμμο. 

Μονάδες 9  

γ) Το τρίγωνο ΒΟΓ είναι ισοσκελές. 

  Μονάδες 9 
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Λύση 

α) Παρατηρούμε ότι η ΕΟ είναι μεσοκάθετος του ΑΓ, άρα το Ε ισαπέχει από τα άκρα 

του ΑΓ, δηλαδή ΕΑ = ΕΓ, οπότε το ΕΑΓ είναι ισοσκελές. 

 

β) Έχουμε, ΕΔ =ΑΔ (δεδομένα), όμως ΑΔ = ΒΓ (παρ/μο ΑΒΓΔ), άρα το ΕΔ είναι ίσο 

και παράλληλο με το ΒΓ, οπότε το τετράπλευρο ΔΒΓΕ έχει δύο απέναντι πλευρές ίσες 

και παράλληλες, άρα είναι παραλληλόγραμμο.  

 

γ) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΟΕ έχουμε ότι η ΟΔ είναι διάμεσος, άρα  

 1
2


     

Αρκεί να δείξουμε ΒΟ = ΒΓ. 

Παίρνουμε το α΄ μέλος της ζητούμενης σχέσης, 

 1: έ 

      

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4792) 

Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Στην προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) θεωρούμε 

τμήμα ΓΔ = ΒΓ. Αν Μ, Κ και Λ είναι τα μέσα των πλευρών ΒΓ, ΑΒ και ΑΔ 

αντίστοιχα τότε:  

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΒΑΔ. 

Μονάδες 7  

β) Να αποδείξετε ότι: 

    i. Το τετράπλευρο ΚΛΓΜ είναι ισοσκελές τραπέζιο με τη μεγάλη βάση διπλάσια 

από τη μικρή.    

Μονάδες 8  

   ii. Το τρίγωνο ΚΜΛ είναι ορθογώνιο.    

  Μονάδες 10 
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Λύση 

α) Επειδή ΒΓ = ΓΔ (από τα δεδομένα) και ΑΓ =  ΒΓ (από ισόπλευρο ΑΒΓ), έχουμε  

ΑΓ = ΓΔ, δηλαδή το ΑΓΔ είναι ισοσκελές.  

Οπότε, 
0 0

0 0 0 0
1

180 120
180 60 120 30

2



             

 

β) i. Προφανώς η ΚΛ είναι παράλληλη με την ΒΔ, άρα και με την ΜΓ, αφού τα Κ, Λ 

ενώνουν τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΔ αντίστοιχα.  

Επίσης,  

2
2

2 2

 
        

Θα δείξουμε ότι ΚΜ = ΛΓ 

Τα Κ και Μ ενώνουν τα μέσα των πλευρών ΒΑ και ΒΓ αντίστοιχα, άρα  

 1
2 2

 
       

Επίσης, τα Λ, Γ ενώνουν τα μέσα των πλευρών ΔΑ και ΔΒ αντίστοιχα, άρα 

 2
2


      

Από (1) και (2) έπεται το ζητούμενο.  

 

Τέλος θα δείξουμε ότι οι πλευρές ΚΜ και ΛΓ τέμνονται. 

Η ΛΓ τέμνει την ΑΓ στο Γ, άρα θα τέμνει και την παράλληλη της ΑΓ δηλαδή την ΚΜ.  

Οπότε το ΚΛΓΜ είναι ισοσκελές τραπέζιο.  

 

ii. Το τρίγωνο ΓΛΔ είναι ορθογώνιο (αφού το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ισοσκελές και Λ μέσο 

του ΑΔ, άρα και ύψος) με
030  , άρα

0 0 090 30 60    .  

Επομένως, 

0 0 0 0 0180 180 60 60 60        (δηλαδή η γωνία Γ τριχοτομείται) 

Επίσης, το τρίγωνο ΛΓΜ είναι ισοσκελές, γιατί 

2 2

 
     

οπότε η διχοτόμος ΓΝ είναι και ύψος, δηλαδή 
090  . 

Τελικά,  

, ό      

άρα το τρίγωνο ΚΜΛ είναι ορθογώνιο.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4795) 

Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Με βάση την ΑΒ κατασκευάζουμε ισοσκελές 

τρίγωνο ΑΔΒ, εκτός του τριγώνου ΑΒΓ, με γωνία Δ = 120° . Θεωρούμε τα μέσα Ζ 

και Η  των πλευρών ΑΔ και ΑΓ αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι η ΔΓ είναι μεσοκάθετος του ΑΒ. 
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Μονάδες 8  

β) Αν η ΔΓ τέμνει την ΑΒ στο Θ, να αποδείξετε ότι η γωνία ΖΘΗ είναι ορθή. 

Μονάδες 9  

γ) Αν η ΖΚ είναι κάθετη στην ΑΒ από το σημείο Ζ, να αποδείξετε ότι 
4


   

  Μονάδες 8 

 

 

Λύση 

α) Το Δ ανήκει στη μεσοκάθετο του ΑΒ (αφού το Δ ισαπέχει από τα Α και Β), επίσης 

το Γ ανήκει στη μεσοκάθετο του ΑΒ (αφού το Γ ισαπέχει από τα Α και Β), οπότε η ΓΔ 

είναι μεσοκάθετος του ΑΒ.  

 

β) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΘ έχουμε, 

2


     

άρα το ΘΖΑ είναι ισοσκελές τρίγωνο, οπότε 
0

21 30     

Επίσης, 
0

12 60   , ως εντός εκτός και επί τ΄ αυτά των παραλλήλων ΘΗ και ΒΓ.  

Επομένως,  

0 0 0
1 2 30 60 90       

 

γ) Αρχικά   , ως κάθετα τμήματα στην ίδια ευθεία.  

Επίσης, από το μέσο Ζ φέρουμε παράλληλη προς την ΔΘ, τέμνει την πλευρά ΑΘ στο Κ 

που είναι μέσο του, άρα 

 1
2


   

Επίσης στο ορθογώνιο τρίγωνο ΘΔΑ έχουμε 
0

2 30  οπότε:  2
2


   

Από (1) και (2) έχουμε, 2

2 4




    

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4796) 
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Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΔΓ) και Ο το σημείο τομής των διαγωνίων 

του. Η ΑΓ είναι κάθετη στην ΑΔ και η ΒΔ είναι κάθετη στην ΒΓ. Θεωρούμε τα 

μέσα Μ, Ε και Ζ των ΓΔ, ΒΔ και ΑΓ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΜΕ = ΜΖ 

Μονάδες 6  

β) Η ΜΖ είναι κάθετη στην ΑΓ 

Μονάδες 6  

γ) Τα τρίγωνα ΜΔΕ και ΜΖΓ είναι ίσα. 

  Μονάδες 7 

δ) Η ΟΜ είναι μεσοκάθετος του ΕΖ.  

Μονάδες 6 

 

Λύση 

α) Από το τρίγωνο ΒΔΓ έχουμε, 
2


     , αφού τα Ε, Μ ενώνουν τα 

μέσα των πλευρών του τριγώνου.  

Και από το τρίγωνο ΑΓΔ έχουμε, 
2


     , αφού τα Ζ, Μ ενώνουν τα 

μέσα των πλευρών του τριγώνου.  

Όμως ΒΓ = ΑΔ, από ισοσκελές τραπέζιο, οπότε ΜΕ = ΜΖ 

 

β) Επειδή ΜΖ // ΔΑ και η ΑΓ είναι κάθετη στην ΑΔ, τότε και ΑΓ κάθετη στη ΜΖ. 

 

γ) Έχουμε, 

 
 

  γιατί, 

 ΜΕ = ΜΖ 

 ΔΕ = ΓΖ (ως μισά των ίσων διαγωνίων ισοσκελούς τραπεζίου)  

 ΜΔ = ΜΓ (Μ μέσο) 

 

δ) Από την προηγούμενη σύγκριση τριγώνων έχουμε ότι οι γωνίες ΟΔΓ και ΟΓΔ είναι 

ίσες,  άρα το τρίγωνο ΟΔΓ είναι ισοσκελές με ΟΜ διάμεσος, άρα θα είναι και 

μεσοκάθετος.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4797) 

http://lisari.blogspot.gr/


Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 5ο: Παρ/μα - Τραπέζια 

lisari – team       «Θέμα Δ»  

182 

Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τα μέσα Δ, Ε και Μ των ΑΒ, ΑΓ και ΒΓ 

αντίστοιχα. Στην προέκταση του ΜΔ (προς το Δ) θεωρούμε τμήμα ΔΖ=ΔΜ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΖΔ και ΒΜΔ είναι ίσα. 

Μονάδες 6  

β) Το τετράπλευρο ΖΑΓΜ είναι παραλληλόγραμμο. 

Μονάδες 6  

γ) Τα τμήματα ΖΕ και ΑΔ τέμνονται κάθετα και διχοτομούνται. 

  Μονάδες 7 

δ) Η ΒΖ είναι κάθετη στη ΖΑ. 

Μονάδες 6 

 

 

Λύση 

α) Έχουμε, 

       
 

    γιατί 

 ΒΔ =ΔΑ (Δ μέσο) 

 ΔΜ = ΔΖ (δεδομένο) 

 1 2    (κατακορυφήν)  

 

β) Από την προηγούμενη σύγκριση έχουμε ΑΖ = ΒΜ, άρα και ΜΓ = ΑΖ.  

Επίσης 1 1   , δηλαδή οι εντός εναλλάξ γωνίες ίσες, άρα   , οπότε έχουμε δύο 

πλευρές ΜΓ, ΑΖ ίσες και παράλληλες, άρα το ΖΑΓΜ είναι παρ/μο.  

 

γ) Αρκεί να αποδείξουμε ότι το ΖΑΕΔ είναι ρόμβος.  

Έχουμε,  

/

2


       
  

       
         


 

όμως ΔΕ = ΜΓ = ΕΓ = ΑΕ,  άρα δύο διαδοχικές πλευρές του παρ/μου είναι ίσες, άρα το 

ΖΑΕΔ είναι ρόμβος και τα τμήματα ΖΕ και ΑΔ τέμνονται κάθετα και διχοτομούνται. 
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δ) Το ΖΑΜΒ είναι αρχικά παρ/μο, αφού οι διαγώνιοί του διχοτομούνται. Όμως, 

0
1 60     (ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΖΑ και ΒΓ με τεμνόμενη την ΑΒ) 

και 
0

060
30

2
   , άρα 

0 0 0
1 60 30 90       , οπότε το ΖΑΜΒ είναι 

ορθογώνιο, άρα η ΒΖ είναι κάθετη στη ΖΑ.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4798) 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ<ΑΓ. Φέρνουμε τμήμα ΒΔ κάθετο στην ΑΒ και με  

ΒΔ = ΑΓ και τμήμα ΓΕ κάθετο στην ΑΓ με ΓΕ = ΑΒ . Θεωρούμε τα μέσα Ζ και Θ 

των ΑΔ και ΑΕ καθώς και τη διχοτόμο Αδ της γωνία ΔΑΕ . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Να αποδείξετε ότι ΑΔ = ΑΕ 

Μονάδες 9  

β) Αν Κ τυχαίο σημείο της διχοτόμου Αδ, να αποδείξετε ότι το Κ ισαπέχει από τα 

μέσα Ζ και Θ. 

Μονάδες 9  

γ) Αν το Κ είναι σημείο της διχοτόμου Αδ τέτοιο ώστε ΚΖ = ΑΖ, να αποδείξετε ότι 

το τετράπλευρο ΑΖΚΘ είναι ρόμβος.                                              

  Μονάδες 7 

 

 

Λύση 

α) Έχουμε, 

  
 

    γιατί, 

 
090     

 ΑΒ = ΓΕ 

 ΒΔ = ΑΓ 

άρα ΑΔ = ΑΕ. 

 

β) Θα δείξουμε ΚΖ = ΚΘ. 

Έχουμε,  

    
 

    γιατί 

 ΑΖ = ΑΘ (ως μισά ίσων πλευρών)  

 ΑΚ = ΑΚ (κοινή πλευρά) 
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 1 2    

άρα ΚΖ = ΚΘ.  

 

γ) Έχουμε, ΘΚ = ΚΖ = ΑΖ, όμως ΑΖ = ΑΘ από την σύγκριση των τριγώνων ΑΖΚ και 

ΑΘΚ, οπότε το τετράπλευρο ΑΖΚΘ έχει όλες τις πλευρές του ίσες , άρα είναι ρόμβος.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4801) 

Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με A = 120°. Φέρουμε ημιευθεία Αx κάθετη στην 

ΑΓ στο Α, η οποία τέμνει τη ΒΓ στο Δ. Έστω Λ το μέσο του ΑΒ και Κ το μέσο του 

ΔΓ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΔΒ είναι ισοσκελές.   

Μονάδες 8  

β) ΔΓ = 2ΒΔ                                          

Μονάδες 8  

γ) ΛΔ // ΑΚ                                        

  Μονάδες 5 

δ) ΑΚ=2ΛΔ                                          

Μονάδες 4 

  

 

Λύση 

α) Επειδή το ΑΒΓ είναι ισοσκελές έχουμε  
0 0

0180 120
30

2


      

Οπότε,  

0 0 0120 90 30      

άρα το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές. 

 

β) Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ έχουμε 
030  , άρα 

2 2
2


        

 

γ) Θα δείξουμε ότι το Δ είναι μέσο του ΒΚ.  

Έχουμε,  
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2 2 2        

Επομένως στο τρίγωνο ΒΑΚ έχουμε Λ, Δ μέσα των πλευρών ΒΑ, ΒΚ αντίστοιχα, άρα  

ΛΔ // ΑΚ και  1
2


   

 

δ) Από τη σχέση (1) έχουμε,  

2
2


      

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4802) 

Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με A = 90° και Β = 60° . Η διχοτόμος της γωνίας Β 

τέμνει την ΑΓ στο Ζ. Τα σημεία Μ και Κ είναι τα μέσα των ΒΖ και ΒΓ αντίστοιχα. 

Αν το τμήμα ΓΛ είναι κάθετο στη διχοτόμο Βδ να αποδείξετε: 

α) Το τρίγωνο ΒΖΓ είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 6  

β) Το τετράπλευρο ΑΜΚΖ είναι ρόμβος.  

Μονάδες 6  

γ) ΓΖ = 2ΖΑ 

  Μονάδες 7 

δ) ΒΛ = ΑΓ 

Μονάδες 6 

  

 

Λύση 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε,  

0 0 0 0
1 1 190 90 60 30         

Όμως η ΒΖ είναι διχοτόμος, άρα 
0

0
1 1

60
30

2
     , δηλαδή το ΒΖΓ είναι ισοσκελές 

τρίγωνο.  
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β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΖ έχουμε, 
2


    (1) 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΖ έχουμε 
0

2 30  , άρα 
2


   (2) 

Επίσης, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΚΒΖ έχουμε 
0

1 30  , άρα 
2


   (3) 

Τέλος το τρίγωνο ΚΜΒ είναι ισοσκελές, αφού 
0

1 30   και 
0

1 30   , ως εντός 

εναλλάξ των παραλλήλων ΚΜ και ΓΖ με τεμνόμενη ΒΓ. Επομένως ΒΜ = ΚΜ, άρα και 

ΜΖ = ΚΜ (4). 

 

Από τις σχέσεις (1), (2), (3) και (4) το τετράπλευρο ΚΖΑΜ έχει όλες τις πλευρές του 

ίσες, άρα είναι ρόμβος.  

 

γ) Έχουμε, 2 2      

 

δ) Επειδή ΒΖ = ΖΓ, θα δείξουμε ότι ΖΛ = ΖΑ.  

Τα τρίγωνα ΓΖΛ, ΖΒΑ είναι ίσα, γιατί 

 
090     

 2 1    (κατακορυφήν) 

 ΒΖ = ΖΓ 

άρα ΖΛ = ΖΑ, οπότε ΒΛ = ΑΓ, ως άθροισμα ίσων τμημάτων.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4803) 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με διάμεσο ΑΜ τέτοια ώστε ΑΜ=ΑΒ. Φέρουμε το ύψος του ΑΚ 

και το προεκτείνουμε (προς το Κ) κατά τμήμα ΚΔ = ΑΚ . Προεκτείνουμε τη διάμεσο 

ΑΜ (προς το Μ) κατά τμήμα ΜΕ=ΑΜ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) και ΔΕ = 2ΚΜ 

Μονάδες 7  

β) Το τετράπλευρο ΑΒΕΓ είναι παραλληλόγραμμο.  

Μονάδες 6  

γ) Το τετράπλευρο ΑΒΔΜ είναι ρόμβος. 

  Μονάδες 6 

δ) Η προέκταση της ΔΜ τέμνει το ΑΓ στο μέσον του Ζ. 

Μονάδες 6 
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Λύση 

α) Στο τρίγωνο ΑΔΕ έχουμε Κ, Μ μέσα των πλευρών ΑΔ και ΑΕ αντίστοιχα, άρα  

2
2


         

οπότε 
090   , ως εντός εκτός και επί τ’ αυτά, δηλαδή   

 

β) Οι διαγώνιοι του ΑΒΕΓ διχοτομούνται, άρα είναι παρ/μο. 

 

γ) Το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ισοσκελές (αφού ΑΜ =ΑΒ) με ΑΚ ύψος, άρα ΑΚ διάμεσος. 

Επομένως οι διαγώνιες του ΑΜΔΒ διχοτομούνται, άρα είναι παρ/μο και επειδή 

τέμνονται κάθετα είναι ρόμβος.  

 

δ) Έχουμε,  

 


  
  

 

Στο τρίγωνο ΑΕΓ έχουμε  και Μ μέσο του ΑΕ, άρα και το Ζ είναι μέσο του 

ΑΓ.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4804) 

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και διάμετρο ΚΛ = 2ρ. Έστω Α σημείο του κύκλου ώστε 

η ακτίνα ΟΑ να είναι κάθετη στην ΚΛ. Φέρουμε τις χορδές ΑΒ = ΑΓ = ρ . Έστω Δ 

και Ε τα σημεία τομής των προεκτάσεων των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα με την ευθεία 

της διαμέτρου ΚΛ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Η γωνία ΒΑΓ είναι 0120  

Μονάδες 7  

β) Τα σημεία Β και Γ είναι μέσα των ΑΔ και ΑΕ αντίστοιχα. 

Μονάδες 9  

γ) ΚΓ = ΛΒ .    

  Μονάδες 9 
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Προσοχή: Οι επίσημες εκφωνήσεις έχουν ΑΓ, αντί του σωστού που είναι ΑΕ 

 

Λύση 

α) Το τρίγωνο ΑΒΟ είναι ισόπλευρο, αφού ΑΒ = ΒΟ = ΑΟ = ρ, οπότε όλες οι γωνίες 

του είναι 060 , οπότε 
0

1 60  . Όμοια το τρίγωνο ΑΟΓ είναι ισόπλευρο, άρα 
0

2 60   

Επομένως η γωνία ΒΑΓ είναι 0120  

 

β) Στο τρίγωνο ΒΔΟ έχουμε, 

0 0 0 0 0 090 60 30 180 60 120          

οπότε 
0 0 0 0180 120 30 30     , άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

Επομένως  ΔΒ = ΒΟ = ρ = ΑΒ, δηλαδή το Β είναι μέσο του ΔΑ.  

 

γ) Θα αποδείξουμε ότι το ΒΓΛΚ είναι ισοσκελές τραπέζιο, άρα οι διαγώνιες ίσες.  

Από το τρίγωνο ΑΔΕ, τα Β, Γ ενώνουν τα μέσα των πλευρών ΑΔ και ΑΕ αντίστοιχα,    

ΒΓ // ΔΕ άρα ΒΓ // ΚΛ 

Από γνωστό πόρισμα (σχ. βιβλίο πόρισμα iii /σελ. 129) συμπεραίνουμε εύκολα ότι τα 

τόξα που περιέχονται μεταξύ παράλληλων χορδών είναι ίσα, άρα  

    

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4808) 

Δίνονται δυο ίσα ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και ΑΒΔ (ΒΑ= ΒΔ), τέτοια 

ώστε οι πλευρές τους ΑΓ και ΒΔ να τέμνονται κάθετα στο σημείο Ε, όπως φαίνεται 

σχήμα. Τα σημεία Κ και Λ είναι τα μέσα των τμημάτων ΑΔ και ΒΓ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΕΔ=ΕΓ          

Μονάδες 7  

β) ΔΓ//ΑΒ  

Μονάδες 8   

γ) Το τρίγωνο ΕΚΛ είναι ισοσκελές και ΚΛ//ΑΒ 

  Μονάδες 10 
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Λύση 

α) Από τα δεδομένα έχουμε ΑΒ = ΒΔ και ΑΒ = ΑΓ, άρα ΒΔ = ΑΓ.  

Έχουμε, 
 

   γιατί, 

 ΑΔ = ΒΓ 

 ΒΔ = ΑΓ 

 ΑΒ = ΑΒ 

οπότε έ


       

Από διαφορά ίσων τμημάτων έχουμε,  ΕΓ = ΕΔ 

 

β) Έχουμε, 
0

1 1 45   δηλαδή οι εντός εναλλάξ γωνίες είναι ίσες, άρα    

 

γ) Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΕΔ και ΕΓΒ έχουμε,  

2 2

 
     

όμως ΑΔ = ΒΓ, άρα ΕΚ = ΕΛ, δηλαδή το τρίγωνο ΕΚΛ είναι ισοσκελές. 

Θα δείξουμε ότι ΚΛ // ΑΒ 

Το ΑΒΓΔ είναι (ισοσκελές) τραπέζιο, αφού   . 

Το ευθύγραμμο ΚΛ είναι διάμεσος τραπεζίου, αφού ενώνει τα μέσα των μη 

παράλληλων πλευρών, οπότε είναι παράλληλο στις βάσεις του, άρα ΚΛ // ΑΒ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4810)    

Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με Ο το σημείο τομής των διαγωνίων του και Κ το 

μέσο του ΓΔ.  Προεκτείνουμε το τμήμα ΟΚ κατά τμήμα   .  Η ΒΖ τέμνει τη 

διαγώνιο ΑΓ στο Θ.   

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τμήματα ΟΓ και ΒΖ διχοτομούνται. 

(Μονάδες 8) 

β)   . 

(Μονάδες 9) 

γ) Τα τρίγωνα ΑΟΒ και ΔΖΓ είναι ίσα. 

(Μονάδες 8) 
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ΛΥΣΗ 

α) Αρκεί να δείξουμε ότι το τετράπλευρο ΟΒΓΖ είναι παραλληλόγραμμο. 

 
1ος τρόπος: 

Για το τετράπλευρο ΟΓΖΔ ισχύουν 

    (δεδομένα) 

    (δεδομένα) 

δηλαδή, οι διαγώνιοί του διχοτομούνται και επομένως είναι παραλληλόγραμμο. 

Άρα, 



      το ΟΒΓΖ είναι παραλληλόγραμμο και επομένως 

οι διαγώνιοί του ΟΓ και ΒΖ διχοτομούνται. 

 

2ος τρόπος (mathematica): 

 Κ μέσο ΓΔ (δεδομένα) 

 Ο μέσο ΑΓ (οι διαγώνιοι παραλληλογράμμου διχοτομούνται) 
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Άρα 2 2

 
      

 ΟΒΓΖ είναι παραλληλόγραμμο και 

επομένως οι διαγώνιοί του ΟΓ και ΒΖ διχοτομούνται. 

 

β) 1ος τρόπος: 
# # 

        
 

2ος τρόπος (mathematica): 

    ΟΑΔΖ είναι παραλληλόγραμμο και επομένως   . 

 

γ) Τα τρίγωνα ΑΟΒ και ΔΖΓ είναι ίσα λόγω κριτηρίου Π-Π-Π, καθώς: 

1)   (ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο) 

2)    (από το β) ερώτημα) 

3)    (ΟΒΓΖ είναι παραλληλόγραμμο) 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4812)     

Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με   .  Προεκτείνουμε το ΒΓ (προς το Γ) κατά 

τμήμα   .  Φέρουμε τις διαμέσους ΑΕ και ΓΖ του τριγώνου ΑΒΓ  που 

τέμνονται στο Θ.  Το ΒΘ προεκτεινόμενο, τέμνει το ΑΓ στο Κ και το ΑΔ στο Η. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το ΖΚΓΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

(Μονάδες 9) 

β)   . 

(Μονάδες 9) 

γ) 2   . 

(Μονάδες 7) 

 

Σχόλιο: η  προσθήκη της παρένθεσης  (προς το Γ)  είναι περιττή, σύμφωνα με και με το 

σχόλιο του σχολικού βιβλίου στο 2ο κεφάλαιο. 
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ΛΥΣΗ 

α) ΑΕ είναι διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ, άρα Ε μέσον της ΒΓ (1) 

ΓΖ είναι διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ, άρα Ζ μέσον της ΑΒ (2) 

 
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το Θ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ (*), 

οπότε ΒΚ είναι, επίσης, διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ, άρα Κ μέσον της ΑΓ (3) 

Από (1) και (2) έχουμε:  
(3)

2


      

, 

άρα το ΖΚΓΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

 

β) Φέρνουμε    (4) και καθώς είναι, στο τρίγωνο ΒΔΗ, Γ μέσον της ΒΔ (από 

δεδομένα) προκύπτει από θεώρημα ότι και Λ μέσον της ΔΗ, δηλαδή    (5) 

 

Επίσης, στο τρίγωνο ΑΓΔ, είναι Κ μέσον ΑΓ και λόγω (4)   , επομένως 

από το ίδιο θεώρημα, θα είναι Η μέσον του ΑΛ, δηλαδή     (6) 

Από (5) και (6) έχουμε ότι  
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3


     

 (7) 

Τέλος,  
( (1),(2) (7)*) 2 2 1 1

3 3 2 3

 
         

  , άρα    

 

γ) 

) (*)

2


   

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4814)     

Έστω κύκλος με κέντρο Ο και διάμετρο ΑΒ.  Φέρνουμε χορδή    με Κ το μέσο 

της.  Από το Δ φέρνουμε το τμήμα ΔΕ κάθετο στη ΔΓ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΚΓΟΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

(Μονάδες 8) 

β) 
2


  . 

(Μονάδες 12) 

γ)  . 

(Μονάδες 5) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α)     (1) 
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   ως ακτίνες του κύκλου, επομένως το τρίγωνο ΟΓΔ είναι ισοσκελές και 

συνεπώς η διάμεσος ΟΚ θα είναι και ύψος, άρα    (2) 

Τότε, έχουμε    (2),   (δεδομένα) και   , άρα από κριτήριο 

παραλληλίας    και καθώς    , το τετράπλευρο ΔΚΟΕ 

είναι παραλληλόγραμμο, άρα     (3) 

Από (1) και (3), προκύπτει ότι    , οπότε Το τετράπλευρο ΚΓΟΕ είναι 

παραλληλόγραμμο. 

 

β)  

 
Τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΕΚ και ΔΚΟ είναι ίσα καθώς έχουν: 

 ΔΚ κοινή πλευρά και  
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    (ως απέναντι πλευρές του παραλληλόγραμμου ΔΚΟΕ), δηλαδή έχουν 

δύο ομόλογες πλευρές τους ίσες μία προς μία.   

Άρα θα είναι ίσα και τα υπόλοιπα αντίστοιχα κύρια στοιχεία τους, και έτσι  

    (4) 

Όμως, στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΓΔ η διάμεσος ΟΚ είναι και διχοτόμος, άρα 

    (5) 

Από (4) και (5) είναι  

2


     

 

γ) 
) ακτίνες του κύλου

   , αφού στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΓ η ΚΒ είναι η 

υποτείνουσα, που είναι η μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου. 

Επομένως   

 

Σχόλια: 

Υπάρχει λανθασμένα στο σχήμα το σύμβολο της ορθής γωνίας στην ΟΚΓ, ενώ αυτό 

δεν υπάρχει στα δεδομένα και έτσι μπορεί κάποιοι μαθητές να μπερδευτούν 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4816)     

Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  με A 90  και Δ, Ε και Ν τα μέσα των ΑΒ, ΑΓ και 

ΔΕ αντίστοιχα.  Στο τμήμα ΒΓ θεωρούμε σημεία Κ και Λ ώστε    και 

  . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) 2    και 2    

(Μονάδες 10) 

β) Το τετράπλευρο ΔΕΛΚ είναι παραλληλόγραμμο με 2   . 

(Μονάδες 8) 

γ) 
4


     

(Μονάδες 7) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Η γωνία ΔΚΛ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΔΚΒ, άρα 2     (αφού 
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   και έτσι το τρίγωνο ΒΔΚ είναι ισοσκελές) 

 
Ομοίως, η γωνία ΕΛΚ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΓΛΕ, άρα 

2       (αφού    και έτσι το τρίγωνο ΓΛΕ είναι 

ισοσκελές) 

 

β) Δ, Ε είναι τα μέσα των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα, οπότε από θεώρημα προκύπτει 

2


   (1), άρα και    (2) 

Επίσης,  

 
90

2 2 2 2 90 180


         , άρα    (3) 

Από (2) και (3), το τετράπλευρο ΔΕΛΚ είναι παραλληλόγραμμο. 

Επιπλέον, ισχύει από (1) 

2 2 2
2


              



   

2   . 

 

γ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΕ η διάμεσος ΑΝ αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ΔΕ, 

οπότε είναι  
)

2


    

Όμως είναι και  

(1)
2

2 2 4


 

    , επομένως, 
4


     

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4818)     

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  (  ), ΑΔ το ύψος του και Μ το μέσο του ΑΒ.  Η 

προέκταση της ΜΔ τέμνει την προέκταση της ΑΓ στο σημείο Ε ώστε   . 

Να αποδείξετε ότι: 

α)    . 

(Μονάδες 8) 
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β) 2     . 

(Μονάδες 10) 

γ)   . 

(Μονάδες 7) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Έχουμε 

 

    (από δεδομένα), άρα το τρίγωνο ΓΔΕ είναι ισοσκελές με     

(1) 

    (ως κατακορυφήν) (2) 

 Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΜ, ΔΜ είναι διάμεσος που αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα, οπότε 
2


     το τρίγωνο ΜΔΒ είναι 

ισοσκελές με  (3)   

Από τις σχέσεις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι:     

 

β) 

http://lisari.blogspot.gr/


Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 5ο: Παρ/μα - Τραπέζια 

lisari – team       «Θέμα Δ»  

198 

 

 ● Η   είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΓΔΕ, οπότε  
(1)

2  (4)     

 Όμοια, η   στο τρίγωνο ΒΜΔ, άρα  

(2)

2  (5)     

Από τις σχέσεις (4), (5) και το α) ερώτημα προκύπτει ότι:  

2      
 

γ)     , αφού η υποτείνουσα ΑΓ είναι η μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου 

ΑΓΔ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4821)     

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ , ΑΔ η διχοτόμος της γωνίας Α και Μ το μέσον της ΑΒ.  Η κάθετη 

από το Μ στην ΑΔ τέμνει το ΑΓ στο Ε.  Η παράλληλη από το Β στο ΑΓ τέμνει την 

προέκταση της ΑΔ στο Κ και την προέκταση της ΕΜ στο Λ 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΕΜ, ΜΒΛ και ΑΒΚ είναι ισοσκελή. 

(Μονάδες 15) 

β) Το τετράπλευρο ΑΛΒΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

(Μονάδες 10) 
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ΛΥΣΗ 

α) Έστω Ν το σημείο τομής των ΑΔ και ΕΜ.   

 Τότε, το τρίγωνο ΑΕΜ είναι ισοσκελές, διότι: ΑΝ ύψος ( ) και 

διχοτόμος (από δεδομένα).   

Οπότε     (1) και     (2) 

 Είναι    (3) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΓ, ΚΛ που 

τέμνονται από την ΛΕ. 

Επίσης,    (4) ως κατακορυφήν. 

Από τις σχέσεις (2), (3) και (4) έχουμε ότι  , οπότε το τρίγωνο 

ΒΜΛ είναι ισοσκελές με    (5) 

 Είναι     (6) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΓ, ΚΛ που 

τέμνονται από την ΑΚ. 

Επίσης,    (7), αφού ΑΝ διχοτόμος. 

Από τις σχέσεις (6) και (7) έχουμε ότι  , οπότε το τρίγωνο ΒΑΚ 

είναι ισοσκελές. 

 

 
  

β)  
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 Ισχύει ότι: 

1)     λόγω (1), (5) και   (Μ μέσο ΑΒ) 

2)   , από δεδομένα, άρα     και συνεπώς το τετράπλευρο ΑΛΒΕ 

είναι παραλληλόγραμμο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4832)     

Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  (ΑΒ = ΑΓ) και ΑΔ διάμεσος.  Στο τμήμα ΑΔ 

θεωρούμε τυχαίο σημείο Κ από το οποίο φέρνουμε τα τμήματα ΚΖ και ΚΕ κάθετα στις 

ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

 i. ΑΓΚ   

(Μονάδες 6) 

 ii. Το τρίγωνο ZKE  είναι ισοσκελές. 

(Μονάδες 6) 

 iii. Το τετράπλευρο ΖΕΓΒ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

(Μονάδες 7) 

β) Ένας μαθητής στο (αi.) ερώτημα έδωσε την εξής απάντηση: 

 «Το τμήμα ΑΔ είναι διάμεσος στη βάση ισοσκελούς άρα ύψος και διχοτόμος του 

τριγώνου ΑΒΓ  και μεσοκάθετος του ΒΓ. Οπότε το τρίγωνο BKΓ  είναι 

ισοσκελές. 

 Τα τρίγωνα ΑΒK  και AΓΚ  έχουν: 

 1.    

 2.    επειδή ΑΚ διχοτόμος της   

 3.     ως διαφορές ίσων γωνιών ισοσκελών τριγώνων. 

 Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα βάση του κριτηρίου Γωνία Πλευρά Γωνία.» 

 Ο καθηγητής είπε ότι η απάντησή του είναι ελλιπής.  Να συμπληρώσετε την  
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απάντηση του μαθητή ώστε να ικανοποιεί το κριτήριο Γωνία – Πλευρά – Γωνία 

διατηρώντας τις πλευρές ΒΚ και ΚΓ. 

(Μονάδες 6) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) i. Τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΑΓΚ είναι ίσα λόγω κριτηρίου Π-Γ-Π, καθώς έχουν: 

 
1) ΑΚ κοινή πλευρά 

2)    (από δεδομένα) 
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3)    (η διάμεσος ΑΔ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ που 

αντιστοιχεί στην βάση του είναι και διχοτόμος της γωνίας της κορυφής 

του) 

 

 ii. Κ είναι σημείο της διχοτόμου ΑΔ της γωνίας  , άρα θα ισαπέχει από τις 

πλευρές τις ΑΒ και ΑΓ.   

 
  Δηλαδή   (1) και συνεπώς το τρίγωνο ΖΚΕ είναι ισοσκελές. 

 

 iii. Από την σχέση (1) έχουμε ότι το σημείο Κ είναι σημείο της μεσοκαθέτου του 

ευθύγραμμου τμήματος ΖΕ (2). 
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Ακόμη , τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΖΚ και ΑΕΚ έχουν: 

1) ΑΚ κοινή πλευρά 

2)   (1), οπότε είναι ίσα καθώς έχουν δύο ομόλογες πλευρές ίσες μία 

προς μία. 

Συνεπώς θα έχουν ίσα και όλα τα υπόλοιπα κύρια στοιχεία τους, άρα και 

AZ AE , οπότε το σημείο Α είναι σημείο της μεσοκαθέτου του ευθύγραμμου 

τμήματος ΖΕ (3). 

Από (2) και  (3) έχουμε ότι ΑΚ είναι η μεσοκάθετος του ΖΕ, άρα AK ZE  

A ZE  .  Όμως είναι και A  , άρα   .   

Δηλαδή, το τετράπλευρο ΖΕΓΒ είναι τραπέζιο και μάλιστα ισοσκελές, αφού 

   (ως διαφορά ίσων τμημάτων:    και AZ AE ) 

 

β) Το λάθος του μαθητή (διατηρώντας τις πλευρές ΒΚ και ΚΓ) είναι στο σημείο 2, το 

οποίο θα πρέπει να αντικατασταθεί από   . 

 

Το τελευταίο ισχύει διότι είναι παραπληρωματικές των ίσων γωνιών B ,   

 [ )    ισοσκελές και ΚΔ διχοτόμος] 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_5886)    [Κεφάλαιο 5ο ή 6ο (ανάλογα με την λύση)] 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με    και το ύψος του ΑΗ.  Αν Δ, Ε και Ζ είναι τα μέσα 

των ΑΒ,ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα.  Να αποδείξετε ότι: 

α) το τετράπλευρο ΔΕΖΗ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 

(Μονάδες 8) 

β) οι γωνίες ΗΔΖ και ΗΕΖ είναι ίσες. 

(Μονάδες 8) 

γ) οι γωνίες ΕΔΖ και ΕΗΖ είναι ίσες . 
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(Μονάδες 9) 

 

ΛΥΣΗ 

α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι Δ, Ε μέσα των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, οπότε 

    (1), άρα το τετράπλευρο ΔΕΖΗ είναι τραπέζιο. 

 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι Ζ, Ε μέσα των ΒΓ και ΑΓ αντίστοιχα, οπότε 
2


   (2) 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΗ (ΑΗ ύψος στο ΑΒΓ) η διάμεσος ΔΗ αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα ΑΒ, άρα είναι 
2


   (3) 

Λόγω των (2) και (3) το τραπέζιο ΔΕΖΗ είναι ισοσκελές. 

 

β) 1ος τρόπος: 

 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι Δ, Ζ μέσα των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα, οπότε 
2


   (4) 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΗ (ΑΗ ύψος στο ΑΒΓ) η διάμεσος ΗΕ αντιστοιχεί στην 
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υποτείνουσα ΑΓ, άρα είναι E
2


   (5) 

Τα τρίγωνα ΔΗΖ και ΕΗΖ είναι ίσα λόγω κριτηρίου Π-Π-Π, καθώς έχουν: 

1) ΗΖ κοινή πλευρά 

2)     λόγω των σχέσεων (2) και (3) 

3)    λόγω των σχέσεων (4) και (5) 

Συνεπώς, θα έχουν ίσα και όλα τα υπόλοιπα κύρια στοιχεία τους, άρα H HE    

(6). 

 

2ος τρόπος (mathematica – και για το γ) ερώτημα ταυτόχρονα): 

Λόγω του ισοσκελούς τραπεζίου ΔΕΖΗ, οι προσκείμενες στη βάση ΗΖ γωνίες 

είναι ίσες, δηλαδή    (7) 

Επίσης, επειδή   , ισχύει ότι E E H 180     ως εντός και επί τα αυτά 

γωνίες.   

Άρα, λόγω της (7), E 180   .   

Επομένως, οι απέναντι γωνίες του τραπεζίου είναι παραπληρωματικές, οπότε είναι 

εγγράψιμο. 

Έτσι, κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες.   

Οπότε H HE    και E EH    

 

γ) Λόγω του ισοσκελούς τραπεζίου ΔΕΖΗ, οι προσκείμενες στη βάση ΔΕ γωνίες είναι 

ίσες, δηλαδή     (8).   

 

Τότε, από (6) και (8), ισχύει ότι E E     (ως διαφορά ίσων γωνιών) και επειδή 

EH E     (ως εντός εναλλάξ των    με τέμνουσα την ΕΗ) θα είναι και 

E EH   . 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_5898)     
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Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με    και η διχοτόμος του ΑΔ.  Στην πλευρά ΑΓ 

θεωρούμε σημείο Ε τέτοιο ώστε    . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΕ είναι ίσα. 

(Μονάδες 7) 

β) η ευθεία ΑΔ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΒΕ. 

(Μονάδες 9) 

γ) αν το ύψος από την κορυφή Β του τριγώνου ΑΒΓ τέμνει την ΑΔ στο Η τότε η ευθεία 

ΕΗ είναι κάθετη στην ΑΒ. 

(Μονάδες 9) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΕ είναι ίσα λόγω του κριτηρίου Π-Γ-Π, καθώς έχουν: 

 
1) ΑΔ κοινή πλευρά 

2) AB AE  (από δεδομένα) 

3) BA EA    (ΑΔ διχοτόμος από δεδομένα) 

 

β) Από α) έχουμε ότι AB AE , άρα το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές, και επειδή ΑΔ 
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διχοτόμος, θα είναι και ύψος. 

 
Αυτό σημαίνει ότι η ευθεία ΑΔ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΒΕ. 

 

2ος τρόπος (mathematica): 

Από α) έχουμε ότι AB AE  και    , άρα τα σημεία Α και Δ ισαπέχουν από 

τα άκρα Β, Ε του ΒΕ και συνεπώς είναι σημεία της μεσοκαθέτου του ΒΕ. 

Αυτό σημαίνει ότι η ευθεία ΑΔ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΒΕ. 

 

γ) Στο τρίγωνο ΑΒΕ, τα ΒΗ και ΑΗ είναι ύψη, άρα το Η ορθόκεντρο και συνεπώς ΕΗ 

ύψος, δηλαδή EH AB   

 
 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_5902)     

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με   .  Από το Β φέρουμε κάθετη στην 

διχοτόμο ΑΜ της γωνίας Α, η οποία τέμνει την ΑΜ στο Η και την ΑΓ στο Δ.  Στην 

προέκταση της ΑΗ θεωρούμε σημείο Ζ τέτοιο ώστε    και έστω Θ το μέσο της 

πλευράς ΒΓ. 
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Να αποδείξετε ότι: 

α) το τετράπλευρο ΑΒΖΔ είναι ρόμβος. 

(Μονάδες 9) 

β) το τετράπλευρο ΗΒΖΘ είναι τραπέζιο. 

(Μονάδες 9) 

γ) η διάμεσος του τραπεζίου ΗΒΖΘ είναι ίση με 
AB

4

 
. 

(Μονάδες 7) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές, αφού από δεδομένα γνωρίζουμε ότι ΑΗ είναι 

διχοτόμος και ύψος.   

 
Επομένως ισχύει ότι AB   (1) και BH H   (2), καθώς ΑΗ είναι επιπλέον και 

διάμεσος. 

Από δεδομένα ισχύει ότι AH HZ  και λόγω της (2) συμπεραίνουμε ότι το 
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τετράπλευρο ΑΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο, το οποίο λόγω της (1) έχει δύο 

διαδοχικές πλευρές ίσες, και έτσι καθίσταται ρόμβος (ή διότι οι διαγώνιοί του 

τέμνονται κάθετα ή μία διαγώνιός του, η ΑΖ, διχοτομεί μία γωνία του, την Α). 

Από το τελευταίο έχουμε και ότι:       (2) και BZ A  (3) 

 

β) Στο τρίγωνο ΒΓΔ, Η και Θ είναι τα μέσα των ΒΔ και ΒΓ αντίστοιχα.  Άρα 

H
2


   (4) 

 
Από (4) προκύπτει ότι H A   και σε συνδυασμό με την (3), είναι H  , άρα 

το τετράπλευρο ΗΒΖΘ είναι τραπέζιο (ΠΡΟΣΟΧΗ αν   ) . 

 

γ) Σύμφωνα με θεώρημα, η διάμεσος του τραπεζίου ΗΒΖΘ είναι ίση με 

   (4),(2) (2)
ΓΔ

ΑΒ ΓΔ ΑΒ ΑΒ ΓΔ ΑΔ ΑΒΗΘ ΒΖ ΓΔ 2ΑΒ AΓ ΑΒ2
2 2 4 4 4 4

      
    

 

Δείτε μια παρατήρηση από το μαθηματικό forum mathematica 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_5908)     

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ > ΑΔ και οι διχοτόμοι των γωνιών του ΑΡ, 

ΒΕ, ΓΣ και ΔΤ (όπου Ρ, Ε στην ΔΓ και Σ, Τ στην ΑΒ) τέμνονται στα σημεία Κ, Λ, M 

και N όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) το τετράπλευρο ΔΕΒΤ είναι παραλληλόγραμμο. 

(Μονάδες 7) 

β) το τετράπλευρο ΚΛΜΝ είναι ορθογώνιο. 

(Μονάδες 8) 

γ)     

(Μονάδες 5) 

δ) –    

(Μονάδες 5) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Τα τρίγωνα ΑΔΤ και ΒΓΕ είναι ίσα λόγω του κριτηρίου Γ-Π-Γ, καθώς έχουν: 

 
1) A   (απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ) 

2)     (απέναντι γωνίες παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ) 
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3)    (ως μισά των ίσων γωνιών Β και Δ, ως απέναντι γωνίες 

παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ) 

Επομένως τα δύο τρίγωνα θα έχουν ίσα και όλα τα υπόλοιπα κύρια στοιχεία τους, 

άρα και A  (1) 

Επειδή  , ως απέναντι πλευρές παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, λόγω της (1) 

έχουμε    (2).  Αλλά και     (3) 

Από (2) και (3) προκύπτει ότι    , άρα το τετράπλευρο ΔΕΒΤ είναι 

παραλληλόγραμμο. 

 

β) Στο τρίγωνο ΓΜΔ είναι:  

180
180 ( ) 180 180 180 90

2 2 2 2

       
                   

    

 

Ομοίως, αποδεικνύεται και για άλλες δυο γωνίες, π.χ. τις ΑΜΒ και ΑΝΔ (άρα και 

ΜΝΚ), οπότε το τετράπλευρο ΚΛΜΝ είναι ορθογώνιο. 

 

γ) Στο τρίγωνο ΑΔΤ, το ΑΝ είναι ύψος και διχοτόμος.   

 
Από εφαρμογή, τότε, το τρίγωνο θα είναι ισοσκελές και το ΑΝ διάμεσος, άρα 

2


   (4). 

Ομοίως, από το τρίγωνο ΒΓΕ, έχουμε ότι ΓΛ διάμεσος, άρα 
2


   (5) 

Όμως, από α), το ΔΕΒΤ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε    (6) 

Από (4), (5) και (6) έχουμε ότι   , άρα το τετράπλευρο ΒΛΝΤ είναι 

παραλληλόγραμμο και συνεπώς     

 

δ) 
)

– –


       , λόγω του ισοσκελούς τριγώνου ΑΔΤ. 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_5911)     

Έστω ΑΒΓΔ ορθογώνιο με ΑΒ ΒΓ  τέτοιο ώστε οι διαγώνιοι του να σχηματίζουν 

γωνία 60°.  Από το Δ φέρουμε ΔΜ κάθετη στην ΑΓ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

 i. το σημείο Μ είναι μέσο του ΑΟ όπου Ο το κέντρο του ορθογωνίου. 

(Μονάδες 8) 

 ii. 

1

4
  

 

(Μονάδες 7) 

β) Αν από το Γ φέρουμε ΓΝ κάθετη στη ΒΔ, να αποδείξετε ότι το ΜΝΓΔ είναι 

ισοσκελές τραπέζιο. 

(Μονάδες 10) 

 

ΛΥΣΗ 

α)  

 
 i. Στο ορθογώνιο ΑΒΓΔ οι διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ είναι ίσες και διχοτομούνται.  Άρα 

 , και έτσι το τρίγωνο ΑΟΔ είναι ισοσκελές με γωνία 60  , 

οπότε το   είναι ισόπλευρο (1). 

Έτσι, το ύψος ΔΜ θα είναι και διάμεσος, άρα το σημείο Μ είναι μέσο του ΑΟ 

όπου Ο το κέντρο του ορθογωνίου. 

 

 ii. 

i. 1 1 1 1

2 2 2 4

 
       

   

 

β) 1ος τρόπος (mathematica): 

Όμοια με α) i. είναι και Ν είναι μέσο του ΒΟ, άρα 
2 2

 
     και 

συνεπώς το ΜΝΓΔ είναι τραπέζιο (και όχι παραλληλόγραμμο). 

Επίσης, τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΜΔ και ΟΝΓ είναι ίσα αφού σ’ αυτά είναι: 

1)    (ως μισά των ίσων διαγωνίων ΑΓ, ΒΔ) 
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2) 60     (από υπόθεση), δηλαδή έχουν μία ομόλογη πλευρά και μία 

προσκείμενη οξεία γωνία ίση.  Κατά συνέπεια θα έχουν και όλα τα υπόλοιπα 

κύρια στοιχεία τους ίσα, άρα και    , και τότε το τραπέζιο ΜΝΓΔ είναι 

ισοσκελές. 

 

2ος τρόπος:  Υπολογίζουμε τις γωνίες , ,    και προκύπτει ότι: 

180  , 60 60 120 180     ,άρα το ΜΝΓΔ είναι 

τραπέζιο (και όχι παραλληλόγραμμο) αλλά και 60    , οπότε το 

τραπέζιο ΜΝΓΔ είναι ισοσκελές. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_6876)     

Δίνεται τρίγωνο ΑΓΒ (  ).  Φέρουμε τα ύψη ΑΚ και ΓΛ.  Αν Ε το μέσο της 

πλευράς ΑΓ, να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΚΕΛ είναι ισοσκελές. 

(Μονάδες 10) 

β) Η ΚΛ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΚΕ. 

(Μονάδες 15) 

 

ΛΥΣΗ 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΚ, η διάμεσος ΚΕ (Ε μέσον της ΑΓ) αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα ΑΓ, άρα είναι 
2


   (1) 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΛ, η διάμεσος ΛΕ (Ε μέσον της ΑΓ) αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα ΑΓ, άρα είναι 
2


   (2) 

Από (1) και (2) είναι    και συνεπώς το τρίγωνο ΚΕΛ είναι ισοσκελές. 
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β) Αφού το τρίγωνο ΚΕΛ είναι ισοσκελές, οι προσκείμενες στην βάση του ΑΒ γωνίες 

θα είναι ίσες, άρα     (3) 

 
Ακόμη, στο ισοσκελές ΑΓΒ, το ύψος ΓΛ θα είναι και διάμεσος, οπότε Λ μέσο της 

ΑΒ.  Αλλά και Ε μέσο της ΑΓ, συνεπώς, από θεώρημα θα ισχύει:   , οπότε  

   (4), ως εντός εναλλάξ με τέμνουσα των παραπάνω παραλλήλων την 

ΚΛ. 

Από (3) και (4) είναι   , άρα η ΚΛ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΚΕ. 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_7433)     

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμεσός του ΑΔ.  Έστω Ε, Ζ και Η είναι τα μέσα των ΒΔ, 

ΑΔ και ΑΓ αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΔΕΖΗ είναι παραλληλόγραμμο. 

(Μονάδες 10) 

β) Να βρείτε τη σχέση των πλευρών ΑΒ και ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ, ώστε το 

παραλληλόγραμμο ΔΕΖΗ να είναι ρόμβος. 

(Μονάδες 10) 

γ) Στην περίπτωση που το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο (η γωνία Β ορθή), να βρείτε 

το είδος του παραλληλογράμμου ΔΕΖΗ. 

(Μονάδες 5) 

 

ΛΥΣΗ 

α) Στο τρίγωνο ΑΒΔ, Ζ είναι το μέσον της ΑΔ, ενώ Ε το μέσον της ΒΔ οπότε από 

θεώρημα 
2


   (1) 

 
Ομοίως, στο τρίγωνο ΑΒΓ, Δ είναι το μέσον της ΒΓ, ενώ Η το μέσον της ΑΓ οπότε 

από θεώρημα 
2


   (2) 

Από (1) και (2) είναι    , άρα το τετράπλευρο ΔΕΖΗ είναι 

παραλληλόγραμμο. 

 

β) Για να είναι το παραλληλόγραμμο ΔΕΖΗ ρόμβος πρέπει και αρκεί δύο διαδοχικές 

πλευρές του να είναι ίσες, δηλαδή: 
(1)  μέσον ΒΔ  μέσον 

2 2 2 2

     
           

 
 

γ)  
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Στην περίπτωση που το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο (η γωνία Β ορθή), τότε το 

παραλληλόγραμμο ΔΕΖΗ θα είναι ορθογώνιο, καθώς θα έχει μία γωνία ορθή μιας και 

θα ισχύει: 90    (ως εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΖΕ, ΑΒ με 

τέμνουσα την ΒΔ). 

 

Σχόλιο:   

Πιθανή σύγχυση με το αν τα ερωτήματα β) και γ) είναι ανεξάρτητα ή το γ) αποτελεί 

συνέχεια του γ).  Αν ήταν η τελευταία περίπτωση, το ΔΕΖΗ θα ήταν ρόμβος με μια 

ορθή γωνία άρα τετράγωνο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_13527)     

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ,    οι διάμεσοι του τριγώνου που αντιστοιχούν στις 

πλευρές β και γ αντίστοιχα.  Δίνεται η ακόλουθη πρόταση: 

Π:  Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με    , τότε οι διάμεσοι ,    είναι ίσες. 

α) Να εξετάσετε αν ισχύει η πρόταση Π, αιτιολογώντας την απάντησή σας. 

(Μονάδες 10) 

β) Να διατυπώσετε την αντίστροφη πρόταση της Π και να εξετάσετε αν ισχύει 

αιτιολογώντας την απάντησή σας. 

(Μονάδες 10) 

γ) Στην περίπτωση που οι δυο προτάσεις, η  Π και η αντίστροφή της ισχύουν, να τις 

διατυπώσετε ως ενιαία πρόταση. 

(Μονάδες 5) 

 

ΛΥΣΗ 

α) Η πρόταση Π είναι μία συνεπαγωγή (που να το ξέρει το παιδί αφού η παράγραφος 

Ε.1 της Άλγεβρας Α’ Λυκείου είναι εκτός διδακτέας-εξεταστέας ύλης, βλέπε ΦΕΚ 

2660 8 Οκτ. 2014, σελ 11;;;) η οποία μπορεί να γραφτεί και ως εξής: 

  ισοσκελές ( )  
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με υπόθεση:  ισοσκελές ( )     

και συμπέρασμα: 
     

Μία συνεπαγωγή δεν ισχύει (δεν είναι αληθής) μόνο στην περίπτωση όπου η 

υπόθεση είναι αληθής, ενώ το συμπέρασμα όχι. 

Έστω, λοιπόν, ότι η υπόθεση είναι αληθής, δηλαδή ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ισοσκελές με    .  Θα ελέγξουμε αν οι διάμεσοι ,    είναι ίσες. 

 
Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ, τα οποία έχουν: 

1) A   (από υπόθεση    ) 

2) Α  κοινή γωνία 

3) ΑΔ ΑΕ  (ως μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και ΑΓ) 

Επομένως τα δύο τρίγωνα θα έχουν ίσα λόγω του κριτηρίου Π-Γ-Π, οπότε θα έχουν 

ίσα και όλα τα υπόλοιπα κύρια στοιχεία τους, άρα και ΒΔ ΓΕ , δηλαδή 
    . 

Συνεπώς η συνεπαγωγή είναι αληθής, άρα η πρόταση Π ισχύει. 

 

β) Η αντίστροφη πρόταση (έστω Ρ) της Π διατυπώνεται ως εξής: 

Ρ: Αν οι διάμεσοι ,    τριγώνου ΑΒΓ είναι ίσες, τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

ισοσκελές με     

και μπορεί να γραφτεί και ως εξής: 

   ισοσκελές ( ) 

 
        

 
 

Έστω, λοιπόν, ότι η υπόθεση είναι αληθής, δηλαδή ότι στο τρίγωνο ΑΒΓ οι 

διάμεσοι ,    είναι ίσες, δηλαδή      (1). 

Θα ελέγξουμε αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με    . 
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1ος τρόπος: 

Έστω Κ το σημείο τομής των διαμέσων ΒΔ και ΓΕ, άρα Κ το βαρύκεντρο του 

τριγώνου ΑΒΓ και συνεπώς θα ισχύει: 
(1)2 2 2 2

3 3 3 3
               (2) και    (3) 

Το τρίγωνο ΒΓΚ, λόγω της (2), είναι ισοσκελές οπότε    (4) 

Επίσης, τα τρίγωνα ΚΒΕ και ΚΓΔ είναι ίσα λόγω του κριτηρίου Π-Γ-Π, αφού 

έχουν: 

1)   (2) 

2)    (3) 

3)      (ως κατακορυφήν) 

Επομένως τα δύο τρίγωνα θα έχουν ίσα και όλα τα υπόλοιπα κύρια στοιχεία τους, 

άρα και    (5) 

Με πρόσθεση κατά μέλη των (4) και (5), προκύπτει    , οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ 

είναι ισοσκελές με    . 

Συνεπώς η συνεπαγωγή είναι αληθής, άρα η πρόταση Ρ ισχύει. 

 

2ος τρόπος: 

Όπως και στον 1ο τρόπο,    και έτσι    (5) 

Επίσης, ισχύει ότι 
(5)στο στο 

180 180
 

       , δηλαδή 

    (6) 

Τέλος, τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα λόγω του κριτηρίου Γ-Π-Γ, καθώς 

έχουν: 

1)    (5) 
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2)     (6) 

3) ΒΔ ΓΕ  (1) 

Επομένως τα δύο τρίγωνα θα έχουν ίσα και όλα τα υπόλοιπα κύρια στοιχεία τους, 

άρα και A  , δηλαδή    . 

Συνεπώς η συνεπαγωγή είναι αληθής, άρα η πρόταση Ρ ισχύει. 

 

γ) Εφόσον, από α) και β) οι δυο προτάσεις, η  Π και η αντίστροφή της Ρ  ισχύουν, 

μπορούμε να τις διατυπώσουμε ως ενιαία πρόταση, ως εξής: 

«Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με     αν και μόνο αν οι διάμεσοι ,    είναι 

ίσες» ή ισοδύναμα 

«Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με     τότε και μόνο τότε οι διάμεσοι ,    

είναι ίσες» ή ισοδύναμα 

«Για να είναι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με    , πρέπει και αρκεί οι διάμεσοι 

,    είναι ίσες»  και σχηματικά (στην γλώσσα της Μαθηματικής Λογικής) 

  ισοσκελές ( )  
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ΑΣΚΗΣΗ (4_2806)     

Δύο κύκλοι (Κ, ρ), (Λ, R) τέμνονται σε δύο σημεία Α, Β. Αν Γ και Δ είναι τα 

αντιδιαμετρικά σημεία του Α στους δύο κύκλους, τότε να αποδείξετε ότι: 

α) 0ΑΒΓ 90


    

                 (Μονάδες 5) 

β) τα σημεία Γ, Β, Δ είναι συνευθειακά.   

           (Μονάδες 10) 

γ) το τετράπλευρο με κορυφές τα σημεία Κ, Λ, Γ, Δ είναι τραπέζιο.                

(Μονάδες 10)  

 

 

ΛΥΣΗ  

α) Εφόσον τα Α, Γ είναι αντιδιαμετρικά σημεία στον (Κ, ρ), τότε η 


 είναι 

εγγεγραμμένη και βαίνει σε ημικύκλιο, οπότε : 090


 . 

 

β) Όμοια τα Α, Δ είναι αντιδιαμετρικά σημεία στον (Λ, R), οπότε η 


  είναι 

εγγεγραμμένη και βαίνει σε ημικύκλιο, οπότε: 090


 .  

Άρα  

0 0 090 90 180
 

   ,οπότε Γ,Β,Δ είναι συνευθειακά. 

 

γ) Τα Κ και Λ αποτελούν τα μέσα των ΑΓ και ΑΔ αντίστοιχα. Άρα στο 


 , η ΚΛ 

συνδέει τα μέσα των δύο πλευρών του, οπότε ΚΛ // ΓΔ. Οι ΚΓ και ΛΔ δεν είναι 

παράλληλες αφού τέμνονται στο Α, οπότε το ΚΛΔΓ είναι τραπέζιο, 
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ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ :  Για το α) και β) ερωτήματα χρησιμοποιούμε το πόρισμα ii) στη σελ. 

124  

Για το γ) ερώτημα χρησιμοποιούμε το θεώρημα I). στη σελ. 104.  

Παρόμοια άσκηση βιβλίου : α), β) Ίδια με την ασκ. Αποδ. 2 /σελ. 130, β) Εμπ. 2/σελ. 111, 

Αποδ. 2,4/σελ. 111. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_2810)     

Δίνεται το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ που είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο με κέντρο 

Ο και ακτίνα ρ. Τα τμήματα ΓΖ και ΒΖ είναι τα εφαπτόμενα τμήματα του κύκλου 

στα σημεία Γ και Β αντίστοιχα. Αν το τμήμα ΘΗ είναι κάθετο στο τμήμα ΑΖ στο 

Ζ, να αποδείξετε ότι:  

α) Το τρίγωνο ΖΒΓ είναι ισόπλευρο.     

              (Μονάδες 7) 

β)  Το τετράπλευρο ΑΓΖΒ είναι ρόμβος.  

              (Μονάδες 8) 

γ) Το τετράπλευρο ΒΓΗΘ είναι τραπέζιο, με ΒΘ = ΒΖ και ΘΗ = 2ΒΓ.       

    (Μονάδες 10) 

 

 

ΛΥΣΗ  
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α) Στο ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε ότι η 060


 είναι εγγεγραμμένη στο 


 . Άρα 

η αντίστοιχη επίκεντρη γωνία 0120


  .Οπότε στο τετράπλευρο ΟΒΖΓ θα έχουμε: 

0 0 0 0 0 0360 360 90 120 90 60
    

       

Επιπλέον τα ΒΖ και ΖΓ είναι ίσα μεταξύ τους (εφαπτόμενα τμήματα από το ίδιο 

σημείο), οπότε:   ό


  . 

 

β) Επειδή ό


  ,οπότε το ΑΓΖΒ θα είναι 

παραλληλόγραμμο (απέναντι πλευρές ίσες) αλλά και ρόμβος (διαδοχικές πλευρές ίσες). 

 

γ) Έχουμε   

 

 

. ό ί ά
/ / έ

ό

      
  

   

 

Επίσης  

 

 

0

0

0

/ / 60 ό ό ά
60

/ / 60 ό ό ά

 



 


         

  
        

 

Άρα  

ό


    . 

Επιπλέον θα ισχύει  

 1   . 

Όμοια  

 ό 2

        
  

 

Άρα  

   1 , 2

2   . 

 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ :  Για τα α) ερώτημα χρησιμοποιούμε το θεώρημα ΙΙ, στη σελ. 62 και τη 

σχέση για το άθροισμα γωνιών πολυγώνου, στη σελ.85.  

Για το β) ερώτημα χρησιμοποιούμε τις ιδιότητες ρόμβου, στη σελ. 101. 

Για το γ) ερώτημα χρησιμοποιούμε τον ορισμό τραπεζίου, στη σελ. 112.  

Παρόμοια άσκηση βιβλίου : α) Αποδ. 1,2,3 /σελ. 63, β) Εμπ. 4/σελ. 103, Αποδ. 1/σελ. 

104.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3714)                                                            

Σε κύκλο κέντρου Ο θεωρούμε τα ίσα τόξα ΑΒ και ΑΓ, το καθένα ίσο με 120ο. 

Έστω Δ και Ε τα μέσα των τόξων ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο.  

Μονάδες 8 
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β) Τα τρίγωνα ΑΖΔ και ΑΗΕ είναι ίσα και να υπολογίσετε τις γωνίες τους. 

Μονάδες 10 

γ) Η χορδή ΔΕ τριχοτομείται από τις χορδές ΑΒ και ΑΓ. 

Μονάδες 7 

 

 

ΛΥΣΗ 

α)  Αφού το τόξο ΑΒ είναι ίσο με το τόξο ΑΓ, τότε και οι αντίστοιχες χορδές τους είναι 

ίσες, δηλαδή ΑΒ = ΑΓ, άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. Επιπλέον η γωνία ˆ  

είναι εγγεγραμμένη στο τόξο ΒΓ που είναι 360ο – 120ο – 120ο = 120ο, άρα ˆ = 60ο, 

επομένως το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 

 
β) Αφού τα σημεία Δ και Ε είναι τα μέσα των τόξων ΑΒ και ΑΓ, τότε είναι: 

60         

οπότε έχουμε ΑΔ = ΑΕ. 

 

Είναι ˆ ˆ    και ˆ ˆ   ως εγγεγραμμένες γωνίες σε ίσα τόξα. Με βάση 

τις παραπάνω ισότητες τα τρίγωνα ΑΖΔ και ΑΗΕ είναι ίσα.  

Επιπλέον έχουμε: 

60ˆ ˆ 30
2


     ,

60ˆ ˆ 30
2


      

και 

ˆ ˆ 180 60 120        
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γ) Με βάση τα παραπάνω μέτρα των γωνιών προκύπτουν ότι τα ίσα τρίγωνα ΑΖΔ και 

ΑΗΕ είναι ισοσκελή, τότε ΔΖ = ΖΑ = ΑΗ = ΗΕ   (1) 

 

Επιπλέον το τρίγωνο ΑΖΗ είναι ισόπλευρο αφού έχει δύο πλευρές ίσες και μια γωνία 

του είναι 60ο από το πρώτο ερώτημα, άρα ΑΖ  = ΖΗ = ΑΗ    (2). 

 

Τελικά από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι ΔΖ = ΖΗ  = ΗΕ, δηλαδή η χορδή ΔΕ 

τριχοτομείται από τις χορδές ΑΒ και ΑΓ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3731)                                                        

Δίνεται κύκλος (Ο, ρ) και σημείο Μ εξωτερικό του. Από το Μ φέρουμε τα 

εφαπτόμενα τμήματα ΜΑ και ΜΒ του κύκλου και έστω ότι το σημείο Γ είναι το 

συμμετρικό του Ο ως προς την ευθεία ΜΒ. 

α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΜΒΟ είναι εγγράψιμο σε κύκλο. 

Μονάδες 7  

β) Να προσδιορίσετε το κέντρο Λ του περιγεγραμμένου κύκλου του τετράπλευρου 

ΑΜΒΟ και να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 9 

γ) Να αποδείξετε ότι ΒΛ // ΜΓ. 

Μονάδες 9 

 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Τα MA, MB είναι εφαπτόμενα τμήματα στον κύκλο και είναι κάθετα στις ακτίνες 

OA, OB αντίστοιχα, οπότε 
o o oˆ ˆMAO MBO 90 90 180    , 

συνεπώς το τετράπλευρο AMBO είναι εγγράψιμο σε κύκλο. 

http://lisari.blogspot.gr/


Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 6ο: Εγγεγραμμένα σχήματα 

lisari – team   «Θέμα Δ»  

225 

 
 

β) Φέρνουμε τη MO. Επειδή είναι oˆ ˆMAO MBO 90   η MO είναι διάμετρος του 

περιγεγραμμένου κύκλου του τετράπλευρου AMBO, Το ζητούμενο κέντρο Λ του 

περιγγεγραμμένου κύκλου είναι το μέσο της διαμέτρου ΜΟ γιατί είναι             

ΛΟ = ΛΜ = ΛΒ = ΛΑ, 

δηλαδή γιατί το Λ ισαπέχει από τις κορυφές του τετράπλευρου ΑΜΒΟ. 

 

γ) Στο τρίγωνο ΜΟΓ έχουμε ότι το B είναι το μέσο του   επειδή το Γ είναι το 

συμμετρικό του Ο ως προς το Β και το   είναι το μέσο του MO αφού η ΟΜ διάμετρος 

του περιγγεγραμμένου κύκλου στο τετράπλευρο ΑΜΒΟ, οπότε είναι  

/ /
2


     ή    ΒΛ / / ΜΓ 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3771) 

Δίνεται ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ και δύο χορδές του ΑΓ και ΒΔ, οι οποίες 

τέμνονται στο σημείο Ε. Φέρουμε ΕΖ ΑΒ . Να αποδείξετε ότι: 

α) Οι γωνίες ˆΔΑΓ  και ˆΔΒΓ  είναι ίσες.    

                                                    Μονάδες 7 

β) Τα τετράπλευρα ΑΔΕΖ και ΕΖΒΓ είναι εγγράψιμα.   

Μονάδες 9 

γ) Η ΕΖ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆΔΖΓ .   

 Μονάδες 9 
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Λύση 

α) Είναι ΔΑΓ ΔΒΓ  ως εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο ΔΓ   

 

β) Είναι οΑΔΒ 90  ως εγγεγραμμένη που βαίνει σε ημικύκλιο 

Επίσης οΑΖΕ 90  άρα οΑΖΕ ΑΔΒ 180   οπότε το τετράπλευρο ΑΔΕΖ είναι 

εγγράψιμο 

Ακόμη οΑΓΒ 90  ως εγγεγραμμένη που βαίνει σε ημικύκλιο 

Επίσης οΒΖΕ 90  άρα οΒΖΕ ΑΓΒ 180   οπότε το τετράπλευρο ΕΖΒΓ είναι 

εγγράψιμο 

 

γ) Αφού το τετράπλευρο ΕΓΒΖ είναι εγγεγραμμένο και η πλευρά ΒΓ φαίνεται από τις 

γωνίες ΒΖΓ  και ΓΕΒ  έχουμε ΒΖΓ ΓΕΒ (1) 

Επιπλέον αφού το ΑΔΕΖ είναι εγγεγραμμένο και η πλευρά ΑΔ φαίνεται από τις γωνίες 

ΑΖΔ  και ΑΕΔ  έχουμε ΑΖΔ ΑΕΔ (2) 

Όμως 

ΓΕΒ ΑΕΔ  ως κατακορυφήν 

Από (1) και (2) λοιπόν έχουμε  

ΒΖΓ ΑΖΔ  

Οπότε ΕΖΓ ΕΖΔ  ως συμπληρώματα ίσων γωνιών άρα η ΕΖ είναι διχοτόμος της 

γωνίας ΔΖΓ  

 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3787) 

Έστω Α, Β, Γ συνευθειακά σημεία με ΑΒ=2ΒΓ. Θεωρούμε το μέσο Μ της ΑΒ. 

Προς το ίδιο ημιεπίπεδο κατασκευάζουμε τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΔΒ, ΒΕΓ. Να 

αποδείξετε ότι: 

α) Το τετράπλευρο ΑΔΕΒ είναι τραπέζιο (ΑΔ//ΒΕ).    

Μονάδες 9 

β) Τα τρίγωνα ΔΜΒ, ΔΕΒ είναι ίσα.    

Μονάδες 8 

γ) Το τετράπλευρο ΔΜΒΕ είναι εγγράψιμο.    

Μονάδες 8 

Β 
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Λύση 

 
α) Αφού το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισόπλευρο έχουμε  

οΔΑΒ 60  

Αφού το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ισόπλευρο έχουμε  

οΕΒΓ 60  

Άρα ΔΑΒ ΕΒΓ  και επειδή είναι εντός, εκτός των ΑΔ, ΒΕ και επί τα αυτά της ΑΓ 

έχουμε ότι ΑΔ//ΒΕ οπότε το τετράπλευρο ΑΔΕΒ είναι τραπέζιο 

 

β) Αφού Μ μέσο ΑΒ έχουμε  

ΑΒ 2ΒΓ
ΒΜ ΒΓ

2 2
    

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΜΒ και ΔΕΒ 

1) ΑΒ κοινή 

2) ΒΜ=ΒΓ (το δείξαμε παραπάνω) 

3) οΔΒΜ ΕΒΓ 60   

Από Π-Γ-Π είναι ΑΜΒ Δ Ε Β  

 

γ) Αφού το τρίγωνο ΔΜΒ είναι ισόπλευρο η διάμεσος ΔΜ θα είναι και ύψος άρα 

ΔΜ ΑΒ οπότε οΔΜΒ 90  

Επίσης ΑΜΒ Δ Ε Β  άρα οΔΜΒ ΔΕΒ 90   

Έτσι λοιπόν στο τετράπλευρο ΔΜΒΕ είναι ο ο οΔΜΒ ΔΕΒ 90 90 180     άρα είναι 

εγγράψιμο 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_3793) 

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ. Κατασκευάζουμε εξωτερικά του τριγώνου τα 

ισόπλευρα τρίγωνα ΑΕΒ, ΑΓΔ. Ονομάζουμε Ζ το σημείο τομής των ευθυγράμμων 

τμημάτων ΒΔ, ΓΕ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΕΓ και ΑΒΔ είναι ίσα και να γράψετε τα ζεύγη των ίσων γωνιών.   

Μονάδες 10 

β) Τα τετράπλευρα ΑΖΓΔ, ΑΖΒΕ είναι εγγράψιμα.   

Μονάδες 10 

  

γ) Η γωνία  είναι 1200 .     

Μονάδες 5 

 

 

Λύση 

α) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΕΓ και ΑΒΔ 

1) οΕΑΓ ΒΑΔ ΒΑΓ 60    

2) ΑΓ=ΑΔ (αφού το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισόπλευρο) 

3) ΑΕ=ΑΒ (αφού το τρίγωνο ΑΕΒ είναι ισόπλευρο) 

Από Π-Γ-Π ΑΕΓ ΑΒΔ  οπότε  

ΕΑΓ ΒΑΔ , ΑΕΓ ΑΒΔ  και ΑΓΕ ΑΔΒ  

 

β) Αφού ΑΓΕ ΑΔΒ  η πλευρά ΑΖ στο τετράπλευρο ΑΖΓΔ φαίνεται από τις απέναντι 

κορυφές Γ και Δ υπό ίσες γωνίες άρα το ΑΖΓΔ είναι εγγράψιμο. 

Αφού ΑΕΓ ΑΒΔ  η πλευρά ΑΖ στο τετράπλευρο ΑΖΒΕ φαίνεται από τις απέναντι 

κορυφές Ε και Β υπό ίσες γωνίες άρα το ΑΖΒΕ είναι εγγράψιμο. 

 

γ) Αφού ΑΖΓΔ εγγράψιμο είναι  

ο ο ο οΑΖΒ ΑΕΒ 180 ΑΖΒ 60 180 ΑΖΒ 120        

Αφού ΑΖΒΕ εγγράψιμο είναι  

ο ο ο οΑΖΓ ΑΔΓ 180 ΑΖΓ 60 180 ΑΖΓ 120        

Όμως  

ο ο ο ο οΑΖΓ ΑΖΒ ΒΖΓ 360 120 120 ΒΖΓ 360 ΒΖΓ 120          
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ΑΣΚΗΣΗ (4_3800) 

Θεωρούμε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ και Ε των πλευρών ΑΒ και 

ΑΓ αντίστοιχα, ώστε να είναι ΑΔ=ΓΕ.  Έστω Ο το σημείο τομής των ΓΔ και ΒΕ.   

α) Να αποδείξτε ότι: 

    i.       .ˆˆ ΒΕΓ ΓΔΑ           

Μονάδες 10 

 ii.   ˆΒΟΓ  = 1200             

Μονάδες 10 

β) Να εξετάσετε αν το τετράπλευρο ΑΕΟΔ είναι εγγράψιμο. Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας.                

Μονάδες 5 

 

 

Λύση 

 
α) i) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΒΕΓ και ΓΔΑ 

 

 ΓΕ=ΑΔ (από δεδομένα) 

 οΒΓΑ ΒΑΓ 60   (το Α ΒΓ


 είναι ισόπλευρο) 

 ΒΓ=ΑΓ (το Α ΒΓ


 είναι ισόπλευρο) 
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Από Π-Γ-Π είναι ΒΕ Γ ΓΔ Α
 

  άρα και ΒΕΓ ΓΔΑ  

 

ii) H ΒΟΓ  είναι εξωτερική γωνία της  ΓΟΕ  στο  ΓΟ Ε


 οπότε είναι  

ΓΕΟ ΒΕΓ ΒΕΓ ΓΔΑ

ΕΓΟ ΑΓΟ
ΒΟΓ ΓΕΟ ΕΓΟ ΒΕΓ ΑΓΟ ΓΔΑ ΑΓΟ

 


       (1) 

Στο Α ΓΔ


 έχουμε  

 1
Ο ο Ο ΟΓΔΑ ΑΓΟ ΔΑΓ 180 ΒΟΓ 60 180 ΒΟΓ 120         

 

β) Είναι ΟΔΟΕ ΒΟΓ 120   (ως κατακορυφήν) άρα στο τετράπλευρο ΑΕΟΔ έχουμε 

ο ο οΔΟΕ ΔΑΕ 120 60 180     

οπότε το ΑΕΟΔ είναι εγγράψιμο αφού δύο απέναντι γωνίες του είναι 

παραπληρωματικές 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_3817)     

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και στο εξωτερικό του σχηματίζονται τα 

τετράγωνα ΑΒΔΕ και ΑΓΖΗ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α)                  

Μονάδες 8 

β) ΕΓ = ΒΗ             

Μονάδες 9 

γ) Η ΕΓ είναι κάθετη στη ΒΗ   

Μονάδες 8 

 

 

Λύση 

α) Είναι  

 360   360 90 90       180 1    

http://lisari.blogspot.gr/


Τράπεζα Θεμάτων Α΄ Λυκείου  Γεωμετρία – Κεφάλαιο 6ο: Εγγεγραμμένα σχήματα 

lisari – team   «Θέμα Δ»  

231 

            

 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι  

180   180                  (2) 

Από (1) και (2) έχουμε  

    

 

β) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΕΑΓ και ΒΑΗ  

 ΕΑ=ΑΒ (πλευρές του τετραγώνου ΑΕΔΒ)  

 ΑΓ=ΑΗ (πλευρές του τετραγώνου ΑΓΖΗ)  

 90     

Από Π-Γ-Π είναι 
 

    άρα ΕΓ=ΒΗ 

 

γ) Έστω ότι ΕΓ, ΒΗ τέμνονται στο σημείο Κ 

Αφού 
 

    είναι    δηλαδή    οπότε στο τετράπλευρο 

ΑΗΓΚ η πλευρά ΑΚ φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες άρα το ΑΗΓΚ 

είναι εγγράψιμο οπότε η πλευρά ΗΓ φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες 

γωνίες. Έτσι λοιπόν 90     άρα η ΕΓ είναι κάθετη στη ΒΗ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3919)                                                

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο AB  με AB A   και A ,BE  τα ύψη του.  Να 

αποδείξετε ότι:  

α) B 2E     

Μονάδες 6  

β) 
A

BE
2

    

Μονάδες 7  

γ) Το τετράπλευρο AE B  είναι εγγράψιμο 
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Μονάδες 6  

δ) ABE A E    

Μονάδες 6 

 

 

Λύση 

α) Το ύψος A  που αντιστοιχεί στη βάση B  του ισοσκελούς τριγώνου είναι και 

διάμεσος, δηλαδή το   είναι μέσο του B . 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο BE  το E  είναι διάμεσος στην υποτείνουσα B , έτσι  

B
E B 2E

2


       

 

β) Το τετράπλευρο AE B  είναι εγγράψιμο αφού η πλευρά του AB  φαίνεται από τις 

απέναντι κορυφές ,E  υπό ορθή γωνία. Άρα  

A
BE BA BE

2
      

 

γ) Το τετράπλευρο AE B  είναι εγγράψιμο από το (β) ερώτημα. 

 

δ) Είναι ABE A E   αφού το τετράπλευρο AE B  είναι εγγράψιμο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3961)   

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο AB  με γωνία A  ορθή. Φέρνουμε τη διάμεσο   

και σε τυχαίο σημείο  K  την κάθετη στην  η οποία τέμνει τις   και A  στα 

σημεία   και E  αντίστοιχα. Αν H  είναι το μέσο του E  να αποδείξετε ότι: 

α) B BAM     

(Μονάδες 8) 

α) ˆA H AH       

(Μονάδες 9) 

γ) Η ευθεία   τέμνει κάθετα τη B     

(Μονάδες 8) 

 

Λύση 
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α) Επειδή η   είναι η διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου AB , θα είναι 

AM MB  και κατά συνέπεια B BAM   

 

β) 

 
Ομοίως η   είναι διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου A E , οπότε  

AH H   ˆA H AH    

 

γ)Έστω ότι η   τέμνει τη B  στο Z . Είναι: 

( )

AM B MAB  2MAB


   
AM

MAB
2


   (1)  

(ως εξωτερική γωνία στο τρίγωνο  ) 

0 ˆKHZ HA 180 2A H    
0180 KHZˆA H

2


    (2)  

(από το ισοσκελές τρίγωνο HA . 

 

Αλλά από το ορθογώνιο τρίγωνο AK  έχουμε:  

 

0(1),(2)
0 0 0180 KHZ AMˆ ˆA H A K 90 KA 90 MAB 90

2 2

 
            

Άρα:  

KHZ AM  , 

οπότε το τετράπλευρο   είναι εγγράψιμο (μία γωνία του είναι ίση με την 

απέναντι εσωτερική).  

Επειδή όμως 0K 90 , θα είναι και AZ B  . 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_ 3966)   

Δίνονται ορθογώνια τρίγωνα AB   και  B    με  0A 90 ,  
0ˆ 90   και M  , N  

τα μέσα των  B   και  A   αντίστοιχα.   

Να αποδείξετε ότι:  

α)   AM M   .                                                               

 (Μονάδες 10)  

β)  Η  MN   είναι κάθετη στην A  .                  

(Μονάδες 10)  

γ)  B A                                                                    

  (Μονάδες 5) 

  

 

Λύση 

 
α) Το τετράπλευρο AB   είναι εγγράψιμο σε κύκλο αφού η πλευρά  B  φαίνεται 

από τις απέναντι κορυφές κάτω από ίσες γωνίες .  

Επίσης , επειδή  0A 90 , το κέντρο του κύκλου είναι το μέσον M  της B  . Κατά 

συνέπεια AM M    ως ακτίνες του κύκλου . 
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β) Εφόσον το  N   είναι πλέον μέσο χορδής , το MN  είναι απόστημα και επομένως 

είναι κάθετο στην A  .  

 

γ)  B A        διότι είναι εγγεγραμμένες και βαίνουν στο ίδιο τόξο 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_ 4307)                                  

Θεωρούμε κύκλο κέντρου O , με διάμετρο B . Από σημείο A του κύκλου 

φέρουμε την εφαπτομένη ( ) του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου AB . 

Από τα σημεία  B,   φέρουμε τα τμήματα  B , E    κάθετα στην ευθεία  ( ) . 

α) Να αποδείξετε ότι  BA   και  A  είναι διχοτόμοι των γωνιών  B    και 

E B   αντίστοιχα.  

(Μονάδες 8) 

β) Αν  AE   είναι ύψος του τριγώνου AB  , να αποδείξετε ότι  A AE AZ      

(Μονάδες 8) 

γ) Να αποδείξετε ότι  B E B   .  

(Μονάδες 9) 

 

 

Λύση 

α) Είναι 21B A  ως γωνία χορδής – εφαπτομένης και : 

0 0 0 0 0 0
1 2 2 22B 90 A 90 (180 BA A ) 90 180 90 A A            

Επομένως 1 2B B  ,οπότε η BA  είναι διχοτόμος . 

Ομοίως για την A  . 

 

β) Το τετράπλευρο B E   είναι τραπέζιο αφού B / / E   ως κάθετες στην ίδια 

ευθεία . Ακόμα OA E   ,οπότε OA / / B / / E   κι αφού το O  είναι μέσον της 

B , η OA  είναι διάμεσος του τραπεζίου .  

Επομένως A AE   

Τότε : 

B E 2·AO 2·O OB O B           
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Ακόμα από την ισότητα των τριγώνων BA ,BAZ  , έχουμε A AZ   και τελικά 

A AZ=AE   

 
γ) Η AO  είναι η διάμεσος του τραπεζίου και ισχύει : 

B E 2·AO 2·O OB O B           

ΑΣΚΗΣΗ (4_4757)   

Στις πλευρές Αx' και Αx γωνίας x΄Ax θεωρούμε σημεία Β και Γ ώστε ΑΒ = ΑΓ. Οι 

κάθετες στις Αx' και Αxστα σημεία Β και Γ αντίστοιχα, τέμνονται στο Δ.  

Αν οι ημιευθείες Αy και Αz χωρίζουν τη γωνία x΄Ax σε τρεις ίσες γωνίες και 

τέμνουν τις ΒΔ και ΔΓ στα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΕΑΖ είναι ισοσκελές. 

Μονάδες 8  

β) Το Δ ανήκει στη διχοτόμο της γωνίας x΄Ax. 

Μονάδες 8  

γ) Οι γωνίες ΓΒΔ και ΓΑΔ είναι ίσες.              

Μονάδες 9 
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Λύση 

α) Αρκεί να δείξουμε ΑΕ =ΑΖ .  

Έχουμε, 
 

   , γιατί 

 οι γωνίες Β, Γ είναι ορθές 

 ΑΒ = ΑΓ 

 οι γωνίες ΒΑΕ και ΖΑΓ είναι ίσες 

άρα ΑΕ =ΑΖ και ΒΕ = ΖΓ.  

 

β) Αρκεί να δείξουμε το Δ ισαπέχει από τις πλευρές  Αx΄ και Αx, δηλαδή ΔΒ = ΔΓ. 

Έχουμε, 
 

   , γιατί 

 οι γωνίες Β, Γ είναι ορθές 

 ΑΒ = ΑΓ 

 ΑΔ = ΑΔ 

άρα ΒΔ =ΔΓ  

 

γ) , Επειδή 
0 0 090 90 180    , το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγράψιμο. Επομένως 

η πλευρά ΔΓ φαίνεται υπό ίσες γωνίες, άρα     

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4793) 

Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ και ο περιγεγραμμένος του κύκλος (Ο, ρ) ώστε η 

διαγώνιος του ΔΒ να είναι διάμετρος του κύκλου. Η γωνία Β είναι διπλάσια της 

γωνίας Δ και οι πλευρές ΑΒ και ΒΓ είναι ίσες. Φέρουμε κάθετη στη ΒΔ στο Ο, η 

οποία τέμνει τις πλευρές ΑΔ και ΓΔ στα Ε και Ζ αντίστοιχα.  

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τετράπλευρου ΑΒΓΔ. 

Μονάδες 6  

β) Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ΔΑΒ και ΔΓΒ. 

Μονάδες 6  

γ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΟ είναι ρόμβος.   

  Μονάδες 7 

δ) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΟΕ είναι εγγράψιμο σε κύκλο.   

Μονάδες 6 

 

 

Λύση 
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α) Έχουμε, 

 

 

0180 έ ά

2 έ

     




    

 

άρα, 0 0 0 02 180 3 180 60 , ά 120           

β) Έχουμε, 
 

    γιατί 

 
090    (εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν σε ημικύκλιο) 

 ΔΒ =ΔΒ  (κοινή πλευρά τριγώνων) 

 ΑΒ = ΒΓ (δεδομένα) 

 

γ) Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΒ και ΓΒΔ έχουμε,  

2

2 2 2

  
           

Το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ισοσκελές (ΟΑ = ΟΒ = ρ) και από την προηγούμενη σύγκριση 

τριγώνων έχουμε 
0

0
1 2

120
60

2
     , άρα τα τρίγωνα ΑΟΒ  και ΟΒΓ είναι 

ισόπλευρα, δηλαδή ΑΒ = ρ και ΒΓ = ρ.  

Επομένως το ΑΒΓΟ έχει όλες τις πλευρές του ίσες με ρ,  άρα είναι ρόμβος.  

 

δ) Έχουμε, 
0 0 090 90 180    , άρα δύο απέναντι γωνίες του τετράπλευρου 

ΑΒΟΕ είναι παραπληρωματικές, οπότε είναι εγγράψιμο σε κύκλο.  

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_4822)     

Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΓΑΒ ( Â 90 ).  Με διάμετρο την πλευρά του ΑΓ φέρουμε 

κύκλο που τέμνει την υποτείνουσα ΒΓ στο Δ.  Από το Δ φέρουμε εφαπτόμενο τμήμα το 

οποίο τέμνει την ΑΒ στο Μ.  

 

Να αποδείξετε ότι: 

 

α)    

(Μονάδες 9) 

β) Το τρίγωνο ΔMB  είναι ισοσκελές. 

(Μονάδες 9) 

γ) Το Μ είναι το μέσον του ΑΒ. 

(Μονάδες 7) 
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ΛΥΣΗ 

α) Η γωνία ΑΔΓ είναι εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο, άρα 90   (1) και το τρίγωνο 

ΑΔΓ ορθογώνιο. 

 

Τότε,     ως συμπληρωματικές της γωνίας Γ στα ορθογώνια τρίγωνα 

ΑΔΓ και ΑΒΓ (ή ως οξείες γωνίες με πλευρές κάθετες). 

 

β) Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΑΜ και ΑΔΜ.  Είναι: 
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1) ΟΜ κοινή και  

2)   (ως ακτίνες του κύκλου) και συνεπώς τα τρίγωνα είναι ίσα καθώς 

έχουν δύο ομόλογες πλευρές τους ίσες μία προς μία.  Άρα θα είναι ίσα και τα 

υπόλοιπα αντίστοιχα κύρια στοιχεία τους, και έτσι    (2), οπότε το 

τρίγωνο ΑΜΔ είναι ισοσκελές με    (3) 

Τότε 
(1) (3) )90

90 90


       

Οπότε το τρίγωνο ΔΜΒ είναι ισοσκελές με    (4) 

 

γ) Από (2) και (4) έχουμε ότι Μ είναι το μέσον του ΑΒ. 
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ΑΣΚΗΣΗ (4_5895)     

Δίνονται τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ ( Â 90 ) και ΔΒΓ ( Δ̂ 90 )  (όπου Α και Δ 

εκατέρωθεν της ΒΓ) και το μέσο Μ της ΒΓ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) το τρίγωνο ΑΜΔ είναι ισοσκελές. 

(Μονάδες 9) 

β) AMΔ 2ΑΓΔ  

(Μονάδες 9) 

γ) ΓΒΜ ΓΑΔ   

(Μονάδες 7) 

 

 

ΛΥΣΗ 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, η διάμεσος ΑΜ (Μ μέσον της ΒΓ) αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα ΒΓ, άρα είναι 
ΒΓ

AM
2

  (1) 

 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΒΓ, η διάμεσος ΔΜ (Μ μέσον της ΒΓ) αντιστοιχεί στην 

υποτείνουσα ΒΓ, άρα είναι 
ΒΓ

ΔM
2

  (2) 
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Από (1) και (2) είναι AM ΔΜ . Οπότε το τρίγωνο ΑΜΔ είναι ισοσκελές. 

β) Από την σχέση (1) είναι και AM MΓ , άρα το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισοσκελές, 

οπότε MAΓ ΜΓΑ  και συνεπώς AMB 2ΑΓM  (3), καθώς η γωνία ΑΜΒ είναι 

εξωτερική στο τρίγωνο ΑΜΓ. 

 
Από την σχέση (2) είναι και ΔM MΓ , άρα το τρίγωνο ΔΜΓ είναι ισοσκελές, 

οπότε MΔΓ ΜΓΔ  και συνεπώς ΔMB 2ΔΓM  (4), καθώς η γωνία ΔΜΒ είναι 

εξωτερική στο τρίγωνο ΑΜΓ. 

Από (3) και (4) προκύπτει ότι AMΔ 2ΑΓΔ  

 

γ) BAΓ ΒΔΓ 90 BAΓ ΒΔΓ 180     , άρα το τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι 

εγγράψιμο και συνεπώς η πλευρά ΓΔ θα φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό 

ίσες γωνίες, δηλαδή ΓΒΔ ΓΑΔ  
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ΑΣΚΗΣΗ (4_5910)     

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με   , εγγεγραμμένο σε κύκλο με κέντρο Ο.  Θεωρούμε 

το μέσο Μ του κυρτογώνιου τόξου ΒΓ και το ύψος ΑΔ του τριγώνου ΑΒΓ. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) ΑΜ είναι διχοτόμος της γωνίας ΔΑΟ. 

(Μονάδες 8) 

β)     

(Μονάδες 9) 

γ)    

(Μονάδες 8) 

 

Σχόλιο: 

Υπάρχει ο όρος «κυρτογώνιο τόξο ΒΓ» της εκφώνησης κάπου στο σχολικό βιβλίο;   

(Βλέπε και §3.4 Πορίσματα ΙΙΙ και ΙV, όπου δεν υπάρχει κάτι αντίστοιχο…) 

 

ΛΥΣΗ 

α) Αρχικά δείχνουμε ότι ΟΜ είναι το απόστημα της χορδής ΒΓ. 
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Γνωρίζουμε (από το κεφάλαιο 2 παράγραφος 2.17, που είναι εκτός διδακτέας – 

εξεταστέας ύλης…) ότι το απόστημα της ΒΓ είναι μοναδικό. 

Το Ο είναι σημείο του αποστήματος αυτού, αλλά και το Μ ως μέσον του 

αντίστοιχου τόξου.  Άρα ΟΜ είναι το απόστημα της χορδής ΒΓ και έτσι   

(1), ενώ Κ (το σημείο τομής ΟΜ και ΒΓ) το μέσον της ΒΓ, δηλαδή    (2) 

Είναι, επίσης, ΑΔ το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε    (3). 

 

Από (1) και (3), έχουμε ότι    (4), ως κάθετες στην ίδια ευθεία σε 

διαφορετικά σημεία.  Τότε     (5), ως εντός εναλλάξ των παραπάνω 

παραλλήλων με τέμνουσα την ΑΜ. 

 

Επίσης, ισχύει ότι το τρίγωνο ΑΟΜ είναι ισοσκελές, μιας και οι ακτίνες ΟΑ και 

ΟΜ είναι ίσες, οπότε     (6), ως προσκείμενες στην βάση του. 

Από (5) και (6) είναι   , άρα ΑΜ είναι διχοτόμος της γωνίας ΔΑΟ. 

 

β) Η γωνία ΑΓΛ είναι εγγεγραμμένη που βαίνει σε ημικύκλιο, άρα ορθή και έτσι το 

τρίγωνο ΑΓΛ ορθογώνιο και 90    (7), ενώ στο ορθογώνιο τρίγωνο 

ΑΒΔ (ΑΔ ύψος) είναι 90    (8).   
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Όμως     (9) καθώς είναι εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο, οπότε 

    

 

γ) Έχουμε ότι 
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(180 ) (90 ) (90 )

180

   

     

   90    90

(9)

 

 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_6875)     

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A 90 ) φέρουμε τη διχοτόμο του ΑΔ.  Έστω ΔΚ και ΔΡ 

οι προβολές του Δ στις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.  Η κάθετη της ΒΓ στο σημείο Δ τέμνει 

την πλευρά ΑΓ στο Ε και την προέκταση της πλευράς ΑΒ (προς το Β) στο σημείο Ζ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

 i.     

(Μονάδες 8) 

 ii.     

(Μονάδες 8) 

β) Να υπολογίσετε τη γωνία ΔΓΖ 

(Μονάδες 9) 

 
Σχόλιο: η  προσθήκη της παρένθεσης  (προς το Β)  είναι περιττή, σύμφωνα με και με το 

σχόλιο του σχολικού βιβλίου στο 2ο κεφάλαιο. 

 

ΛΥΣΗ 

α) i. 1ος τρόπος: 

    ως συμπληρωματικές της γωνίας   στα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και 

ΓΔΕ αντίστοιχα. 
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2ος τρόπος (mathematica): 

Το τετράπλευρο ΑΒΔΕ είναι εγγράψιμο σε κύκλο καθώς 180  , 

οπότε    , ως εξωτερική γωνία που ισούται με την απέναντι εσωτερική. 

 

 ii. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΡΕ και ΒΔΚ είναι ίσα, αφού:  

1)     (από προηγούνο ερώτημα) 

2) ΔΡ ΔΚ  (το Δ, ως σημείο της διχοτόμου της γωνίας  , ισαπέχει από 

τις πλευρές της ΑΒ και ΑΓ)  

καθώς έχουν μία ομόλογη πλευρά και μία προσκείμενη γωνία ίσες μία προς 

μία.  Επομένως τα δύο τρίγωνα θα έχουν ίσα και όλα τα υπόλοιπα κύρια 

στοιχεία τους, άρα και     

 

2ος τρόπος (mathematica): 

Πάλι από το εγγράψιμο τετράπλευρο ΑΒΔΕ έχουμε 45     και 

45   , αφού μια πλευρά φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό 

ίσες γωνίες.  Επομένως 45    , οπότε το τρίγωνο ΒΔΕ είναι 

ισοσκελές και κατά συνέπεια:     

 

β) Το τετράπλευρο ΑΖΓΔ είναι εγγράψιμο σε κύκλο καθώς 90    , οπότε η 

πλευρά ΓΖ φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες.   
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Επομένως 45    , ως εξωτερική γωνία που ισούται με την απέναντι 

εσωτερική. 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_6878)     

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A 90 ) έχουμε ότι B 30 .  Φέρουμε το ύψος ΑΗ και 

τη διάμεσο ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ.  Από την κορυφή Β φέρνουμε κάθετη στη διάμεσο 

ΑΜ, η οποία την τέμνει στο σημείο Ε όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 

Να αποδείξετε ότι: 

α) 
2


  , 

(Μονάδες 7) 

β)   , 

(Μονάδες 7) 

γ) το τετράπλευρο ΑΗΕΒ είναι εγγράψιμο, 

(Μονάδες 6) 

δ)   . 

(Μονάδες 5) 
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ΛΥΣΗ 

α) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, η διάμεσος ΑΜ αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ΒΓ, 

άρα είναι  

  
ΒΓ

ΑΜ ΜΒ ΜΓ
2

 (1), 

οπότε το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ισοσκελές με  

30  (2). 

 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΕ ( 90  ) η κάθετη πλευρά ΒΕ είναι απέναντι από 

γωνία 30 , άρα 
2


   (3) 

 

 

β) Ομοίως, στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΗ ( 90  ) η κάθετη πλευρά ΑΗ είναι 

απέναντι από γωνία 30  , άρα 
2


   (4) 

Από (3) και (4) προκύπτει   . 

 

γ) Το τετράπλευρο ΑΗΕΒ είναι εγγράψιμο καθώς 90    , δηλαδή μια 

πλευρά (η ΑΒ) φαίνεται από τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες. 

 

δ) Αρχικά συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΒΗ, που έχουν: 
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1) ΑΒ κοινή πλευρά 

2)     (από β) ερώτημα), δηλαδή έχουν δύο ομόλογες πλευρές ίσες μία 

προς μία, άρα είναι ίσα.  Κατά συνέπεια θα έχουν και όλα τα υπόλοιπα κύρια 

στοιχεία τους ίσα, άρα και     (5) 

 

Από (1) και (5), με αφαίρεση κατά μέλη, έχουμε:  , άρα το τρίγωνο ΕΜΗ 

ισοσκελές, όπως και το ΑΜΒ, από την (1).  Τα δύο αυτά τρίγωνα έχουν τις γωνίες 

των αντίστοιχων κορυφών τους ίσες ως κατακορυφήν, άρα και οι προσκείμενες 

γωνίες στις βάσεις τους επίσης ίσες. 

 

Συνεπώς    και έτσι οι ΕΗ, ΑΒ σχηματίζουν ένα ζεύγος εντός εναλλάξ 

γωνιών καθώς τέμνονται από την ΑΕ, οπότε είναι   . 

 

ΑΣΚΗΣΗ (4_6879)     

Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο ( ),R .  Έστω σημείο Δ του 

τόξου ΑΒ τέτοιο ώστε  . 

α)   . 

(Μονάδες 8) 

β) Έστω Η το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.  Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο 

ΑΔΒΗ είναι παραλληλόγραμμο. 

(Μονάδες 9) 

γ) Αν Μ το μέσον της ΒΓ, να αποδείξετε ότι 
2


  . 

(Μονάδες 8) 

 

ΛΥΣΗ 

α)  
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Είναι 

 εγγεγραμμένη  εγγεγραμμένη

90 90 90 90
 

          , 

άρα    

 

β) Η είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ, άρα    και    

 
Είναι    και  , άρα    (1).   
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Επίσης,    και   , άρα    (2).   

Από (1) και (2) το τετράπλευρο ΑΔΒΗ είναι παραλληλόγραμμο. 

 

γ)  

 
Στο τρίγωνο ΒΓΔ, Ο είναι το μέσον της διαμέτρου ΓΔ, ενώ Μ το μέσον της ΒΓ 

οπότε 
)

2 2
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