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Πρόλογος 

Στο παρόν αρχείο δίνονται όλες οι ασκήσεις της Τράπεζας Θεμάτων που αφορούν 

στην Γεωμετρία της Β΄ Λυκείου μαζί με τις λύσεις τους. Η παρουσίαση των λύσεων 

είναι κατά το δυνατόν αναλυτική έτσι, ώστε το αρχείο να μπορεί να διαβαστεί και να 

μελετηθεί εύκολα από τους μαθητές. Σε αρκετές περιπτώσεις οι λύσεις συνοδεύονται με 

αναφορές σε παρόμοιες ασκήσεις του σχολικού βιβλίου ή της τράπεζας θεμάτων καθώς 

και με κάποια στοιχεία θεωρίας ή ακόμα και μεθοδολογίας. 

 

Η εργασία αυτή εκπονήθηκε από μια διαδικτυακή (και όχι μόνο) ομάδα 

μαθηματικών από διάφορα μέρη της Ελλάδος. Η ομάδα συγκροτήθηκε από τους 

μαθηματικούς που ανταποκρίθηκαν στο κάλεσμα που απεύθυνε μέσα από το blog 

http://lisari.blogspot.gr ο ακούραστος Μάκης Χατζόπουλος. Εργάστηκε με μεράκι, 

κάτω από πίεση χρόνου, για να προσφέρει στην εκπαιδευτική κοινότητα, μαθητές και 

καθηγητές, το συγκεκριμένο υλικό. 

 

Επιθυμία όλων μας είναι να συμβάλλουμε, έστω και ελάχιστα, στην βελτίωση της 

διδασκαλίας των μαθηματικών στη Δευτεροβάθμια Εκπαίδευση, μέσα από την παροχή 

υποστηρικτικού υλικού στην ελληνική εκπαιδευτική κοινότητα. 

 

Μετά την αρχική συγγραφή των λύσεων έγιναν ενδελεχείς έλεγχοι, διορθώσεις και 

βελτιώσεις για την όσο το δυνατό ποιοτικότερη παρουσίαση. Ζητούμε συγνώμη για 

τυχόν παραλείψεις, λάθη ή αστοχίες οι οποίες ενδεχομένως θα έχουν διαλάθει της 

προσοχής μας, κάτι αναπόδραστο στην εκπόνηση μιας εργασίας τέτοιας έκτασης σε 

τόσο στενά περιθώρια χρόνου. Θα ακολουθήσουν επόμενες εκδόσεις, όπου το υλικό θα 

βελτιωθεί. Οποιαδήποτε σχόλια, παρατηρήσεις, διορθώσεις και βελτιώσεις των λύσεων 

είναι ευπρόσδεκτα στην ηλεκτρονική διεύθυνση lisari.blogspot@gmail.com.  

 

       Με εκτίμηση 

Η ομάδα του lisari 

             30 – 11 – 2014  
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mailto:lisari.blogspot@gmail.com


Κεφάλαιο 1ο – Συστήματα          Τράπεζα Θεμάτων – Β΄ Λυκείου  

Η ομάδα του lisari (Έκδοση: 05-03-2015)  

5 

lisari team 
 

Αντωνόπουλος Νίκος (Ιδιοκτήτης Φροντιστηρίου Κατεύθυνση - Άργος) 

Αυγερινός Βασίλης (Ιδιοκτήτης Φροντιστηρίου ΔΙΑΤΑΞΗ - Ν. Σμύρνη  και Νίκαια) 

Βελαώρας Γιάννης (Φροντιστήριο ΒΕΛΑΩΡΑΣ - Λιβαδειά Βοιωτίας) 

Βοσκάκης Σήφης (Φροντιστήριο Ευθύνη - Ρέθυμνο) 

Γιαννόπουλος Μιχάλης (Αμερικάνικη Γεωργική Σχολή) 

Γκριμπαβιώτης Παναγιώτης (Φροντιστήριο Αστρολάβος - Άρτα) 

Δούδης Δημήτρης (3ο Λύκειο Αλεξανδρούπολης) 

Ζαμπέλης Γιάννης (Φροντιστήρια Πουκαμισάς Γλυφάδας) 

Κακαβάς Βασίλης (Φροντιστήριο Ώθηση - Αργυρούπολη) 

Κάκανος Γιάννης (Φροντιστήριο Παπαπαναγιώτου – Παπαπαύλου - Σέρρες) 

Κανάβης Χρήστος (Διδακτορικό στο ΕΜΠ – 2ο ΣΔΕ φυλακών Κορυδαλλού)  

Καρδαμίτσης Σπύρος (Πρότυπο Λύκειο Αναβρύτων)  

Κοπάδης Θανάσης (Ιδιοκτήτης Φροντιστηρίων 19+ - Πολύγωνο) 

Κουλούρης Αντρέας (3ο Λύκειο Γαλατσίου) 

Κουστέρης Χρήστος (Φροντιστήριο Στόχος - Περιστέρι) 

Μανώλης Ανδρέας (Φροντιστήριο Ρηγάκης - Κοζάνη)  

Μαρούγκας Χρήστος (3ο ΓΕΛ Κηφισιάς)  

Νάννος Μιχάλης (1ο Γυμνάσιο Σαλαμίνας) 

Νικολόπουλος Θανάσης (Λύκειο Κατασταρίου, Ζάκυνθος) 

Παγώνης Θεόδωρος (Φροντιστήριο Φάσμα - Αγρίνιο)  

Παντούλας Περικλής (Φροντιστήρια Γούλα-Δημολένη - Ιωάννινα) 

Παπαδομανωλάκη Μαρία (Ιδιοκτήτρια Πρότυπου Κέντρου Μάθησης ΔΙΑΚΡΙΣΙΣ - 

Ρέθυμνο) 

Παπαμικρούλης Δημήτρης (Εκπαιδευτικός Οργανισμός Ρόμβος) 

Πορίχης Λευτέρης (Γυμνάσιο Λιθακιάς – Ζάκυνθος) 

Ράπτης Γιώργος (6ο ΓΕΛ Βόλου)  

Σίσκας Χρήστος (Φροντιστήριο Μπαχαράκης - Θεσσαλονίκη) 

Σκομπρής Νίκος (Συγγραφέας – 1ο Λύκειο Χαλκίδας)  

Σπλήνης Νίκος (Φροντιστήριο ΟΡΙΖΟΝΤΕΣ - Ηράκλειο Κρήτης) 

Σπυριδάκης Αντώνης (Γυμνάσιο Βιάννου - Λασίθι) 

Σταυρόπουλος Παύλος (Ιδιωτικά Εκπαιδευτήρια Δούκα) 

Σταυρόπουλος Σταύρος (Γραμματέας Ε.Μ.Ε Κορινθίας - Γυμνάσιο Λ.Τ. Λέχαιου 

Κορινθίας) 
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  §1.1  - Γραμμικά Συστήματα 
 

«Θέμα Β» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_16950) 

α) Να κατασκευάσετε ένα γραμμικό σύστημα δυο εξισώσεων με δυο αγνώστους με 

συντελεστές διάφορους του μηδενός, το οποίο να είναι αδύνατο. 

Μονάδες 10 

β) Να παραστήσετε γραφικά στο επίπεδο τις δυο εξισώσεις του συστήματος που 

ορίσατε στο α) ερώτημα και, με βάση το γράφημα, να εξηγήσετε γιατί το σύστημα είναι 

αδύνατο. 

Μονάδες 15 

ΑΣΚΗΣΗ  2 (2_16954) 

Δίνεται η εξίσωση: 8x 2y 7  (1) 

α) Να γράψετε μια άλλη εξίσωση που να μην έχει καμία κοινή λύση με την εξίσωση (1) 

Μονάδες 10 

β) Να παραστήσετε γραφικά στο επίπεδο τις δυο εξισώσεις και, με βάση το γράφημα, 

να εξηγήσετε γιατί το σύστημα είναι αδύνατο.  

Μονάδες 15 

ΑΣΚΗΣΗ 3 (2_16957) 

Δύο φίλοι, ο Μάρκος και ο Βασίλης, έχουν άθροισμα ηλικιών 27 χρόνια, και ο Μάρκος 

είναι μεγαλύτερος από το Βασίλη. 

α) Μπορείτε να υπολογίσετε την ηλικία του καθενός; Να δικαιολογήσετε την απάντησή 

σας. 

Μονάδες 13 

β) Δίνεται επιπλέον η πληροφορία ότι η διαφορά των ηλικιών τους είναι 5 χρόνια. Να 

υπολογίσετε την ηλικία του καθενός. 

Μονάδες 12 

ΑΣΚΗΣΗ  4 (2_16960) 

α) Με βάση τα δεδομένα του σχήματος, να προσδιορίσετε τις εξισώσεις των ευθειών (ε) 

και (η). 

 
 Μονάδες 12 

β) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου τομής τους.  

Μονάδες 13 
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ΑΣΚΗΣΗ  5 (2_17647)        

Δίνεται το σύστημα: 
x 2y 8

x y

 

   

 με παραμέτρους , ,    

α) Να επιλέξετε τιμές για τις παραμέτρους , ,   ώστε το σύστημα αυτό να έχει 

μοναδική λύση το ζεύγος (2, 3)                                                       

 Μονάδες 13 

β) Να επιλέξετε τιμές για τις παραμέτρους , ,   ώστε το σύστημα αυτό να είναι 

αδύνατο.                                                                                            

  Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6 (2_17651) 

Στο δημοτικό parking μιας επαρχιακής πόλης στις 10 το πρωί, το σύνολο των δίκυκλων 

και τετράτροχων οχημάτων που έχουν παρκάρει είναι 830 και το πλήθος των τροχών 

τους 2.700. 

α) Να εκφράσετε τα δεδομένα με ένα σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους. 

                                                                                                        Μονάδες 13 

β) Να βρείτε τον αριθμό των δίκυκλων καθώς και τον αριθμό των τετράτροχων 

οχημάτων.                                                                                                       

   Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 7 (2_17683)      

Δίνεται το σύστημα 

(λ 1)x 2y 3

4x (λ 1) y 6

  


   
  , με παράμετρο λ .  

 α) Αν λ 3  , να δείξετε ότι το σύστημα έχει άπειρες λύσεις. Να βρείτε μια λύση. 

                                                                                                                       Μονάδες 8 

 β) Αν λ 3 , να δείξετε ότι το σύστημα είναι αδύνατο.                    

                                                                                                                        Μονάδες 8 

 γ) Αν λ 0 , να δείξετε ότι το σύστημα έχει μοναδική λύση την οποία και να 

προσδιορίσετε.                                                                                                                                        

                                                                                                                         Μονάδες 9 

 

ΑΣΚΗΣΗ 8 (2_17703)  

Δίνονται οι ευθείες με εξισώσεις,    1 2: 2x y 1 : ( 1)x y 6         , με 

παράμετρο   

α) Να βρείτε την τιμή του   ώστε οι ευθείες  1  και  2  να είναι παράλληλες. 

                                                                                                                      Μονάδες 8 

β) Να παραστήσετε γραφικά τις  1  και  2 , για 3  .                          

Μονάδες 8 

γ) Υπάρχει τιμή του  , ώστε οι ευθείες  1 και  2  να ταυτίζονται;   

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.                                                              

Μονάδες 9 
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ΑΣΚΗΣΗ  9 (2_17709)  

Δίνονται οι ευθείες      1 2 3: 2x y 5 , : 2x 3y 9 , :3x 2y 7            

α)   i. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου τομής των    1 2,    

      ii. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου τομής των    1 3,   

                                                                                                                 Μονάδες 12 

β) Με τη βοήθεια του ερωτήματος (α), να δείξετε ότι το κοινό σημείο των  2  και 

 3 είναι σημείο της  1                                                                         

Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 10 (2_17717) 

Ένα θέατρο έχει 25 σειρές καθισμάτων χωρισμένες σε δύο διαζώματα.  

Η κάθε μια από τις σειρές του κάτω διαζώματος έχει 14 καθίσματα και η κάθε μια από 

τις σειρές του πάνω διαζώματος έχει 16 καθίσματα, ενώ η συνολική χωρητικότητα του 

θεάτρου είναι 374 καθίσματα. 

α) Αν x ο αριθμός σειρών του κάτω και y o αριθμός σειρών του πάνω διαζώματος, να 

εκφράσετε τα δεδομένα του προβλήματος με ένα σύστημα δύο εξισώσεων. 

                                                                                                                    Μονάδες 12 

β) Πόσες σειρές έχει το πάνω και πόσες το κάτω διάζωμα;                       

Μονάδες 13 

  

ΑΣΚΗΣΗ 11 (2_17734) 

Δίνονται οι ευθείες:    1 2ε : 2x y 6 , ε : x 2y 3      

α) Να προσδιορίσετε αλγεβρικά το κοινό τους σημείο Μ.                        

Μονάδες 13 

β) Να βρείτε για ποια τιμή του α, η ευθεία 3x αy α 5   διέρχεται από το Μ. 

                                                                                                                   Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 12 (2_18637) 

Δίνεται το σύστημα: 
x 2y 9

x y

 

   

  με παραμέτρους , ,   . 

α)  Να επιλέξετε τιμές για τις παραμέτρους α, β, γ, ώστε το σύστημα αυτό να έχει  

     μοναδική λύση του ζεύγος  1, 4  

Μονάδες 13 

β) Να επιλέξετε τιμές για τις παραμέτρους α, β, γ, ώστε το σύστημα αυτό να είναι  

    αδύνατο και να επαληθεύσετε γραφικά την επιλογή σας.  

Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 13 (2_18638)      

Δίνεται το σύστημα: 
2x y 3

x y

 

   

  με παραμέτρους , ,   . 

α)  Να επιλέξετε τιμές για τις παραμέτρους α, β, γ, ώστε το σύστημα αυτό να έχει  

     μοναδική λύση του ζεύγος  1, 5  

http://lisari.blogspot.gr/


Κεφάλαιο 1ο – Συστήματα          Τράπεζα Θεμάτων – Β΄ Λυκείου  

Η ομάδα του lisari (Έκδοση: 05-03-2015)  

9 

Μονάδες 13 

β) Να επιλέξετε τιμές για τις παραμέτρους α, β, γ, ώστε το σύστημα αυτό να έχει  

     άπειρες λύσεις και να επαληθεύσετε γραφικά την επιλογή σας.  

Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 14 (2_20329)  

Δίνεται το σύστημα  

λx y 2

λx λy λ 1

 


  
, με παράμετρο λ  

α) Να αποδείξετε ότι για τις ορίζουσες D, Dx ,Dy του συστήματος ισχύουν 

D λ(λ 1)  , Dx λ 1   και  Dy λ λ 1   

Μονάδες 15 

β) Αν είναι λ 0 και λ 1 , τότε να λύσετε το σύστημα.      

Μονάδες 10 

 

«Θέμα Δ» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 15 (4_17834)      

Για τις ηλικίες των μελών μιας τριμελούς οικογένειας ισχύουν τα παρακάτω:  

Η ηλικία της μητέρας είναι τριπλάσια από την ηλικία του παιδιού.  

Ο λόγος της ηλικίας του πατέρα προς την ηλικία του παιδιού ισούται με 
11

3
.  

Επιπλέον το άθροισμα των ηλικιών και των τριών ισούται με 115 χρόνια.  

α) Να εκφράσετε τα δεδομένα με ένα σύστημα τριών εξισώσεων με τρεις αγνώστους. 

Μονάδες 13 

β) Να βρείτε την ηλικία του καθενός.  

Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 16 (4_17835)     

Δίνονται οι ευθείες 1  και 2  με εξισώσεις  x 2 y 3    ,  2 x 5y 3     

αντίστοιχα και  . 

α) Για τις διάφορες τιμές του  , να βρείτε τη σχετική θέση των δύο ευθειών. 

Μονάδες 13 

β) Στην περίπτωση που οι ευθείες 1  και 2  τέμνονται, να βρείτε τις συντεταγμένες του 

σημείου τομής Α των δύο ευθειών. 

Μονάδες 7 

γ) Να βρείτε την τιμή του   για την οποία το σημείο Α ανήκει στην ευθεία με 

εξίσωση: x 2y 3  . 

Μονάδες 5 

 

ΑΣΚΗΣΗ 17 (4_17839) 

Δίνεται το σύστημα: 
 

 

1 x 3y 3

x 1 y 3

  


  

 , με παράμετρο  . 
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α) Να αποδείξετε ότι αν το σύστημα έχει μοναδική λύση την  0 0x ,y , τότε 0 0x y . 

Μονάδες 10 

β) Να βρείτε τις τιμές του   για τις οποίες το σύστημα: 

i. έχει άπειρες σε πλήθος λύσεις και να δώσετε τη μορφή τους.  

Μονάδες 6 

ii. Δεν έχει λύση. 

Μονάδες 4 

γ) Να εξετάσετε τις σχετικές θέσεις των δύο ευθειών που προκύπτουν από τις εξισώσεις 

του παραπάνω συστήματος για α 3 , α 2 , α 2  .   

Μονάδες 5 

 

ΑΣΚΗΣΗ 18 (4_20336)   

Δίνεται το σύστημα: 

2x 4y 1 λ
, λ

x 6y λ 2

  


  
 

α) Να αποδείξετε ότι το σύστημα έχει λύση για οποιονδήποτε πραγματικό αριθμό λ. 

Μονάδες 7 

β) Να βρείτε τα x και y συναρτήσει του λ. 

Μονάδες 8 

γ) Να προσδιορίσετε την τιμή του λ, για την οποία οι ευθείες: 2x - 4y = 1 – λ,  

x + 6y = λ + 2 και 16x + 16y = 19 διέρχονται από το ίδιο σημείο.  

 Μονάδες 10 

 

ΑΣΚΗΣΗ 19 (4_20925) 

Δίνονται οι ευθείες 2

1 2: x y 1 : x y          

α) Να βρείτε για ποιες τιμές του λ οι δύο ευθείες τέμνονται και να γράψετε τις 

συντεταγμένες του κοινού τους σημείου συναρτήσει του λ.  

(Μονάδες 13) 

β) Για ποια τιμή του λ οι δύο ευθείες είναι παράλληλες; 

(Μονάδες 6) 

γ) Αν οι ευθείες ε1 και ε2 ταυτίζονται, να αποδείξετε ότι οι ευθείες 
2 3 2x y 2x 2 y 1           είναι παράλληλες.  

(Μονάδες 6 
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§1.2  - Μη γραμμικά συστήματα 
 

«Θέμα Β» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_17650) 

Δίνεται ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με μήκος x cm , πλάτος y cm , περίμετρο 

ίση με38cm  και με την ακόλουθη ιδιότητα: 

Αν αυξήσουμε το μήκος του κατά 2 cm  και μειώσουμε το πλάτος του κατά 4 cm , θα 

προκύψει ένα ορθογώνιο με εμβαδόν ίσο με το εμβαδόν του αρχικού. 

α) Να εκφράσετε τα δεδομένα με ένα σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους. 

Μονάδες 10 

 

β) Να βρείτε τις τιμές των διαστάσεων x, y του ορθογωνίου.            

Μονάδες 15 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (2_17659) 

α) Να λύσετε αλγεβρικά το σύστημα 

2y x 1

x y 1

  


  
    

                                                                                                                       Μονάδες 15 

β) Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά τις λύσεις του συστήματος που βρήκατε στο                     

ερώτημα α)        

                                                                                                           Μονάδες 10 

 

«Θέμα Δ» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 3 (4_17850) 

Ο Κώστας έχει τρία παιδιά.  

Δύο δίδυμα κορίτσια και ένα αγόρι.  

Στην ερώτηση πόσων χρονών είναι τα παιδιά του απάντησε ως εξής. 

1. Το άθροισμα των ηλικιών και των τριών παιδιών είναι 14 

2. Το γινόμενο της ηλικίας της κόρης μου επί την ηλικία του γιου μου είναι 24 

3. Το άθροισμα των ηλικιών των κοριτσιών είναι μικρότερο από την ηλικία του 

αγοριού. 

α) Να γράψετε τις εξισώσεις που περιγράφουν τα στοιχεία 1 και 2 που έδωσε ο 

Κώστας. 

Μονάδες 10 

β) Να βρείτε τις ηλικίες των παιδιών του Κώστα. 

Μονάδες 15 

 

ΑΣΚΗΣΗ 4 (20335)  

Η Άλκηστη και η Ελένη αγαπούν την πεζοπορία και βρίσκονται το καλοκαίρι στην 

Αμοργό. Αποφασίζουν να περπατήσουν ένα μονοπάτι περίπου 16 χιλιομέτρων που 

συνδέει τη Χώρα με τον όρμο της Αιγιάλης. Η Άλκηστη ανηφορίζει το μονοπάτι από 

την Αιγιάλη για να συναντήσει την Ελένη που μένει στη Χώρα. Υπολογίζει ότι η 
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ταχύτητά της έχει σταθερό μέτρο 2,4 χιλιόμετρα την ώρα. Την ίδια στιγμή, όμως, 

ξεκινά η Ελένη να κατηφορίζει το ίδιο μονοπάτι και υπολογίζει ότι η ταχύτητά της έχει 

σταθερό μέτρο 4 χιλιόμετρα την ώρα. Μια δεδομένη χρονική στιγμή σε κάποιο σημείο 

της διαδρομής συναντά την Άλκηστη.  

α) Αν t είναι ο χρόνος που περπάτησαν μέχρι να συναντηθούν και s η απόσταση του 

σημείου συνάντησης από την Αιγιάλη, να κατασκευάσετε ένα σύστημα δύο εξισώσεων 

με αγνώστους το t και το s, το οποίο να περιγράφει την παραπάνω κατάσταση.  

Μονάδες 10 

β) Σε πόση απόσταση από τη Χώρα και ποια χρονική στιγμή θα συναντηθούν οι δυο 

κοπέλες; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 15 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5 (4_20337) 

Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με περίμετρο ίση με 24cm έχει την ακόλουθη 

ιδιότητα: αν αυξήσουμε το μήκος του κατά 3cm και ελαττώσουμε το πλάτος του κατά 

2cm, θα προκύψει ένα ορθογώνιο με εμβαδόν διπλάσιο του εμβαδού του αρχικού 

ορθογωνίου. 

α) Να εκφράσετε την παραπάνω κατάσταση με ένα σύστημα δυο εξισώσεων με δυο 

αγνώστους.  

Μονάδες 10 

β) Να βρείτε τις διαστάσεις του ορθογωνίου.  

Μονάδες 15 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6 (4_20920) 

α) Να λύσετε το σύστημα (Σ1): 
2 2

xy 6

x y 13




 
 

 (Μονάδες 10) 

β) Είναι όλες οι λύσεις του συστήματος (Σ1), λύσεις και του (Σ2): 
2 2

xy 6

x y 13

 


 
 ; 

Να δικαιολογήσετε την απάντηση σας. 

 (Μονάδες 7) 

γ) Είναι όλες οι λύσεις του συστήματος (Σ2), λύσεις και του (Σ1); Να δικαιολογήσετε 

την απάντηση σας.   

(Μονάδες 8) 
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§2.1  - Μονοτονία-ακρότατα-συμμετρίες συνάρτησης 
 

«Θέμα Β» 
ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_16962)   

Η γραφική παράσταση μιας γνησίως μονότονης συνάρτησης f: ℝ→ ℝ διέρχεται από τα 

σημεία Α(5,2) και Β(4,9). 

α) Να προσδιορίσετε το είδος της μονοτονίας της f αιτιολογώντας την απάντησή σας. 

                                                                                                              Μονάδες 12 

β) Να λύσετε την ανίσωση   f 5 3x 2   

                                                                                                                          Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (2_17688)   

Δίνεται η συνάρτηση 
2

2x
f (x)

x 1



, με x . 

α) Να αποδείξετε ότι f (x) 1 .                                                                                                                                      

                                                                                                                            Μονάδες 8 

β) Είναι το 1 η μέγιστη τιμή της συνάρτησης; Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας.                                                                                                                                                           

                                                                                                                            Μονάδες 8 

γ) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση είναι άρτια ή περιττή. 

                                                                                                                            Μονάδες 9 

 

ΑΣΚΗΣΗ 3 (2_17698)   

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση fC μιας συνάρτησης f με πεδίο 

ορισμού το .  Να απαντήσετε τα παρακάτω ερωτήματα: 

α) Να διατάξετε από το μικρότερο στο μεγαλύτερο τους 1 2 3f (x ), f (x ), f (x )   

                                                                                                                    Μονάδες 10 

β) Είναι η συνάρτηση f  γνησίως μονότονη στο ; Να αιτιολογήσετε την απάντηση  

σας.                                                                                                              

                                   Μονάδες 10 

γ) Παρουσιάζει η f  μέγιστο στο σημείο 2x ; Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας. 

                                                                                                                    Μονάδες 5 

 
ΑΣΚΗΣΗ 4 (2_17732)   

Έστω γνησίως μονότονη συνάρτηση f :  , η γραφική παράσταση της οποίας 

διέρχεται από τα σημεία  A 2,3  και   B 4,5  

α) Να προσδιορίσετε το είδος της μονοτονίας της f                               

                                                                                                                          Μονάδες 13 

β) Αν η γραφική παράσταση της f  τέμνει τον άξονα x x στο 2 , να δείξετε ότι f (0) 0                                                                                                       

                                                                                                                          Μονάδες 12 
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§2.2  - Κατακόρυφη-οριζόντια μετατόπιση καμπύλης 
 

«Θέμα Β» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_16965)   

Δίνεται η συνάρτηση   2f x x 4x 5, x     

α) Να αποδείξετε ότι η f γράφεται στη μορφή     
2

f x x 2 1    

 Μονάδες 12 

β) Στο σύστημα συντεταγμένων που ακολουθεί, να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση f, 

μετατοπίζοντας κατάλληλα την 2y x  

Μονάδες 13 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (2_18634)  

Δίνεται η συνάρτηση   2f x 2x 12x 19    

α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f γράφεται στη μορφή:    
2

f x 2 x 3 1    

Μονάδες 10 

β) Παρακάτω δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης   2g x 2x . Στο ίδιο 

σύστημα αξόνων, να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f και να 

εξηγήσετε πώς αυτή προκύπτει μετατοπίζοντας κατάλληλα τη γραφική παράσταση της g. 

Μονάδες 15  
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ΑΣΚΗΣΗ 3 (2_20328)  

Στο παρακάτω σχήμα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και g, που 

ορίζονται στους πραγματικούς αριθμούς. Η γραφική παράσταση της g προκύπτει από τη 

γραφική παράσταση της f με οριζόντια και κατακόρυφη μετατόπιση. Από τις γραφικές 

παραστάσεις, να βρείτε: 

α) Τα διαστήματα μονοτονίας της f, το είδος του ακρότατου της f , τη θέση και την τιμή 

του.           Μονάδες 12 

β) Ποιες μετατοπίσεις της f δίνουν τη g. Να προσδιορίσετε στη συνέχεια τον τύπο της 

συνάρτησης g, αν f(x)=|x+2|       Μονάδες 13 

 

 

«Θέμα Δ» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 4 (3_20332) 

Δίνονται οι συναρτήσεις 2(x) x , x      και 2f (x) x 2x 1, x      

α) Να αποδείξετε ότι 2f (x) (x 1) 2     για κάθε x  και στη συνέχεια, με τη βοήθεια 

της γραφικής παράστασης της συνάρτησης φ να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση  f . 

Μονάδες 10 
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β) Με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης της  f  να βρείτε: 

i. Τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση  f  είναι γνησίως μονότονη.  

Μονάδες 5 

ii. Το ολικό ακρότατο της  f  καθώς και τη θέση του.      

  

Μονάδες 5 

iii. Το πλήθος των ριζών της εξίσωσης  f (x) = κ , κ < 2 . Να αιτιολογήσετε την απάντησή 

της. 

Μονάδες 5 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5 (4_20334)    

Στο σχήμα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις μιας παραβολής f(x) = αx2+βx+γ και της 

ευθείας g(x) = –x + 2. 

α) Δεδομένου ότι η παραβολή διέρχεται από τα σημεία Α, Β, Γ, να βρείτε τα α, β, γ. 

Μονάδες 8 

β) Αν α = 
1

2
, β = 0 και γ = –2, να βρείτε αλγεβρικά τις συντεταγμένες των κοινών σημείων 

ευθείας και παραβολής. 

Μονάδες 8 

γ) Αν μετατοπίσουμε την παραβολή κατά 4,5 μονάδες προς τα πάνω, να δείξετε ότι η 

ευθεία και η παραβολή θα έχουν ένα μόνο κοινό σημείο. 

Μονάδες 9 
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§2.1-2.2  - Επαναληπτικές ασκήσεις 
 

«Θέμα Β» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_18632)  

Στο παρακάτω σχήμα δίνονται οι παραβολές Cf  και Cg που είναι γραφικές παραστάσεις 

των συναρτήσεων f και g αντίστοιχα με πεδίο ορισμού το ℝ. Η γραφική παράσταση της  

προκύπτει από τη γραφική παράσταση της f με οριζόντια και κατακόρυφη μετατόπιση. 

Παρατηρώντας το σχήμα: 

α) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας, το είδος του ακρότατου της f και την τιμή του. 

Μονάδες 10 

β) Να βρείτε μέσω ποιων μετατοπίσεων της Cf  προκύπτει η Cg. 

Μονάδες 15 

 

 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (2_19914)    

Δίνεται η συνάρτηση    2f x x 5, x R   . 

α) Να δείξετε ότι η f παρουσιάζει ελάχιστο στο x 0 . 

                                                                                                                    Μονάδες 8 

β) Είναι η f άρτια συνάρτηση; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.                                                                                                              

                                   Μονάδες 8 

γ) Με ποια μετατόπιση της   2g x x  προκύπτει η fC ; 

                                                                                                                    Μονάδες 9 

 

«Θέμα Δ» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 3 (4_17833)   

Δίνεται η συνάρτηση  f x 8 x 8 x     

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f. 

Μονάδες 5 

β) Να εξετάσετε αν η f είναι άρτια ή περιττή.  

Μονάδες 8 
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γ) Αν η συνάρτηση  f είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού της, να επιλέξετε ποια 

από τις παρακάτω τρείς προτεινόμενες, είναι η γραφική της παράσταση και στη συνέχεια 

να υπολογίσετε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της.  

 
Μονάδες 7 

δ) Να  αιτιολογήσετε  γραφικά  ή  αλγεβρικά,  γιατί  οι  συναρτήσεις    g x f x 3   και 

   h x f x 3  δεν είναι ούτε άρτιες ούτε περιττές .  

Μονάδες 5 

 

ΑΣΚΗΣΗ 4 (4_17842)  

Δίνεται η συνάρτηση:      
21

f x x c d , x
2

      

με c, d θετικές σταθερές, η γραφική παράσταση της οποίας διέρχεται από τα σημεία 

 A 0,16  και  B 4,0 . 

α) Με βάση τα δεδομένα, να κατασκευάσετε ένα σύστημα δύο εξισώσεων με αγνώστους 

τους c, d και να υπολογίσετε την τιμή τους. 

Μονάδες 10 

β) Θεωρώντας γνωστό ότι c 6  και d 2 , 

i. να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f με τους άξονες. 

Μονάδες 3 

ii. να μεταφέρετε στην κόλα σας το σύστημα συντεταγμένων που ακολουθεί, να 

σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f και να εξηγήσετε πως αυτή 

σχετίζεται με τη γραφική παράσταση της συνάρτησης   21
g x x

2
 . 

Μονάδες 6 

iii. με βάση την παραπάνω γραφική παράσταση, να βρείτε το ακρότατο της συνάρτησης f, 

τα διαστήματα στα οποία η f είναι μονότονη, καθώς και το είδος της μονοτονίας της σε 

καθένα από αυτά τα διαστήματα. 

Μονάδες 6 
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ΑΣΚΗΣΗ 5 (4_20919) 

Η περιβαλλοντική ομάδα ενός σχολείου παρέλαβε συρματόπλεγμα μήκους 40m για να 

περιφράξει, χρησιμοποιώντας όλο το συρματόπλεγμα, έναν ορθογώνιο κήπο για 

καλλιέργεια λαχανικών. Οι μαθητές της περιβαλλοντικής ομάδας θέλουν να επιλέξουν ένα 

κήπο που να έχει όσο το δυνατόν μεγαλύτερο εμβαδόν. 

α) Να δώσετε τις διαστάσεις τριών διαφορετικών ορθογώνιων κήπων με περίμετρο 40m. 

Να εξετάσετε αν οι τρεις λαχανόκηποι έχουν το ίδιο εμβαδόν. 

Μονάδες 7 

β) Αν συμβολίσουμε με x το πλάτος και με Ε το εμβαδόν ενός λαχανόκηπου με περίμετρο 

40m, να εκφράσετε το Ε ως συνάρτηση του x. 

Μονάδες 8 

γ) Να δείξετε ότι    
2

x x 10 100     . Χρησιμοποιώντας την γραφική παράσταση της 

συνάρτησης   2f x x  να κατασκευάσετε την γραφική παράσταση της Ε(x). Από τη 

γραφική παράσταση της Ε(x) να βρείτε τις διαστάσεις του λαχανόκηπου με το μεγαλύτερο 

εμβαδόν. 

Μονάδες 10 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6 (4_20924) 

Δίνεται η συνάρτηση  f x x , ,      

α) Αν η γραφική παράσταση της f διέρχεται από τα σημεία Α(1, 2) και Β(5, 8), να δείξετε 

ότι 
3 1

2 2
      

Μονάδες 8 

β) Αν g(x) είναι η συνάρτηση που προκύπτει από τη μετατόπιση της γραφικής παράστασης 

της f οριζόντια κατά 1 μονάδα προς τα αριστερά και κατακόρυφα κατά 3 μονάδες προς τα 

κάτω, να βρείτε τον τύπο της g.  

Μονάδες 9 

γ) Αν    
3

h x x 1
2

   είναι η συνάρτηση που προκύπτει από τη μετατόπιση της γραφικής 

παράστασης της f οριζόντια κατά κ μονάδες προς τα δεξιά και κατακόρυφα κατά 
2


 

μονάδες κάτω, να βρείτε το κ (κ > 0).  

Μονάδες 8 
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§3.2  - Βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες 
 

«Θέμα Β» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_17663) 

Αν 
π

0 x
2

   και    2συνx 1 5συνx 4 0    , τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι 
4

συνx
5

  

Μονάδες 10 

β) Να βρείτε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας x.  

Μονάδες 15 

 

«Θέμα Δ» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (4_17844)  

α) Να λύσετε το σύστημα:  
2 2

x y 1

x y 1

  


 
 

Μονάδες 12 

β) Με τη βοήθεια του ερωτήματος (α) και του τριγωνομετρικού κύκλου, να βρείτε όλες 

τις γωνίες ω με 0 ω 2π  , που ικανοποιούν τη σχέση συνω ημω 1    και να τις 

απεικονίσετε πάνω στον τριγωνομετρικό κύκλο. 

Μονάδες 13 
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§3.3  - Aναγωγή στο 1ο τεταρτημόριο 
 

«Θέμα Β» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_17699) 

Δίνεται 
3

ημφ
5

 , όπου φ  η οξεία γωνία που σχηματίζεται με κορυφή το σημείο Α της 

ευθείας (ε) του διπλανού σχήματος. 

 

α) Να βρείτε το συνημίτονο της γωνίας φ . 

Μονάδες 10 

β) Να βρείτε το ημίτονο και το συνημίτονο των γωνιών θ  και ω  του σχήματος.  

Μονάδες 15 
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§3.4  - Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις 

 

«Θέμα Β» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_17656) 

Δίνεται η συνάρτηση 
1

f (x) συν2x , x
2

   

α) Ποια είναι η μέγιστη και ποια η ελάχιστη τιμή της συνάρτησης; Ποια είναι η 

περίοδος της f ; 

Μονάδες 9 

β) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f  σε διάστημα πλάτους μιας περιόδου. 

Μονάδες 10 

γ) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση μπορεί να πάρει την τιμή 1. Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας. 

Μονάδες 6 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (2_17693) 

α) Να διατάξετε από το μικρότερο στο μεγαλύτερο τους παρακάτω αριθμούς: 

π π 17π
συν , συν , συν

6 4 10
 

Μονάδες 12 

β) Αν 1 2

3π
π x x

2
    να συγκρίνετε τους αριθμούς 

1

π
ημ x

2

 
 

 
 και 2

π
ημ x

2

 
 

 
 

Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 3 (2_17704) 

Δίνεται η συνάρτηση f (x) 3συν2x , x    

α) Να βρείτε την περίοδο, τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της f  

Μονάδες 12 

β) Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα και να παραστήσετε γραφικά την f  σε 

διάστημα μιας περιόδου. 

Μονάδες 13 

      x  0  π

4
 

π

2
 

3π

4
 

π  

2x       

συν2x       

f (x) 3συν2x        

 

ΑΣΚΗΣΗ 4 (2_17725) 

Δίνεται η συνάρτηση  
π

f (x) ημ π 3x συν 3x , x
2

 
     

 
 

α) Να δείξετε ότι  f (x) 2ημ 3x  
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Μονάδες 10 

β) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  

Μονάδες 15 

 

«Θέμα Δ» 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5 (4_17841) 

Η Αλίκη και η Αθηνά διασκεδάζουν στη ρόδα του λούνα παρκ.  Η απόσταση, σε μέτρα, 

του καθίσματός τους από το έδαφος τη χρονική στιγμή t sec δίνεται από τη συνάρτηση 

 
π t

h t 8 6 ημ , 0 t 180
30

 
     

 
 

α) Να βρείτε το ελάχιστον και το μέγιστο ύψος στο οποίο φτάνει το κάθισμα, καθώς και 

τις στιγμές κατά τις οποίες το κάθισμα βρίσκεται στο ελάχιστο και στο μέγιστο ύψος. 

Μονάδες 8 

β) Να υπολογίσετε την ακτίνα της ρόδας. 

Μονάδες 3 

γ) Να βρείτε την περίοδο της κίνησης, δηλαδή το χρόνο στον οποίο η ρόδα 

ολοκληρώνει μία περιστροφή.  Πόσους γύρους έκαναν οι δύο φίλες στο διάστημα από 0 

έως 180sec; 

Μονάδες 4+2=6 

δ) Να μεταφέρετε στην κόλλα σας τον πίνακα τιμών και το σύστημα συντεταγμένων 

που δίνονται παρακάτω και: 

i.  να συμπληρώσετε τον πίνακα τιμών της συνάρτησης του ύψους  h t .  

Μονάδες 3 

ii. να σχεδιάσετε στο σύστημα συντεταγμένων το τμήμα της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης  h t  με 0 t 90  . 

Μονάδες 5 

t 0 15 30 45 60 75 90 

 h t         

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6 (4_17852) 

Ένα παιγνίδι κρέμεται με ένα ελατήριο από το ταβάνι. Το ύψος του από το πάτωμα σε 

cm συναρτήσει του χρόνου t (sec) δίνεται από τη σχέση:  

   h t α συν ωt β    όπου α, β πραγματικές σταθερές και ω > 0. 

Όταν το ελατήριο ταλαντώνεται, το ελάχιστο ύψος του παιχνιδιού από το πάτωμα είναι 

20cm και το μέγιστο 100cm.  Τη χρονική στιγμή t 0  το ύψος παίρνει την ελάχιστη 

τιμή του και ο χρόνος μιας πλήρους ταλάντωσης (θέσεις: ελάχιστο-ηρεμία-μέγιστο-

ηρεμία-ελάχιστο) είναι 6sec. 

α) Να δείξετε ότι 
π

ω
3

  

Μονάδες 5 

β) Να προσδιορίσετε τις τιμές των α και β αιτιολογώντας την απάντησή σας.  
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Μονάδες 6 

γ) Να υπολογίσετε το ύψος του παιγνιδιού από το πάτωμα 14sec μετά την έναρξη της 

ταλάντωσης. 

Μονάδες 8 

δ) Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης h(t), για 0 t 12  . 

Μονάδες 6 

 

ΑΣΚΗΣΗ 7 (4_20921) 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης  g x x    

όπου α, β πραγματικοί αριθμοί και της συνάρτησης  

   f x x ,ό 0 0       . 

Και οι δύο συναρτήσεις έχουν πεδίο ορισμού το ℝ. Επίσης η f έχει μέγιστο 3. 

α) Να αποδείξετε ότι ρ = 3 και ω = 2  

(Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε τα α, β.  

(Μονάδες 10) 

γ) Να βρείτε, γραφικά, το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης  
12x

3 2x 0  


στο 

διάστημα [0,π] 

(Μονάδες 10) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 8 (4_20922) 

Δίνεται η συνάρτηση    
t

f t 2 2, t 0,4
2


      

α) Να βρείτε την περίοδο της f.  

Μονάδες 5 

β) Να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της, καθώς και τις τιμές του t για τις 

οποίες η f παίρνει τις τιμές αυτές.  

Μονάδες 12 

γ) Να κατασκευάσετε τη γραφική παράσταση της f.  

Μονάδες 8 
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ΑΣΚΗΣΗ 9 (4_20339)  

Μια ρόδα ποδηλάτου περιστρέφεται γύρω από τον άξονά της. Σημειώνουμε ένα σημείο 

Ρ της ρόδας (όπως φαίνεται στο σχήμα), το οποίο τη χρονική στιγμή t 0 , είναι το 

σημείο επαφής της ρόδας με μια επιφάνεια. Η συνάρτηση που εκφράζει την απόσταση 

h (σε m) του σημείου Ρ από την επιφάνεια, t sec μετά την αρχή της κίνησης δίνεται από 

τη σχέση:  

h t  0,2συν ωt( ) ( ) 0,2    , με ω θετική πραγματική σταθερά. 

Υποθέτουμε ότι το σημείο Ρ κάνει ένα πλήρη κύκλο σε 4 sec. 

α) Να αποδείξετε ότι 
π

ω
2

 . 

Μονάδες 5 

β) Να προσδιορίσετε την απόσταση του Ρ από την επιφάνεια τις στιγμές: 1t 1 sec , 

2t 2sec  και 3t 7sec . 

Μονάδες 6 

γ) Να βρείτε την μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της h. 

Μονάδες 5 

δ) Να  προσδιορίσετε την ακτίνα της ρόδας. 

Μονάδες 9 
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§3.5  - Βασικές τριγωνομετρικές εξισώσεις 

 

«Θέμα Β» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_16968) 

α) Είναι η τιμή 
π

x
4

  λύση της εξίσωσης 3συν4x 3 0  ;  Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας. 

Μονάδες 10 

β) Να βρείτε τις τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f (x) συν4x  με την ευθεία y 1  . 

Μονάδες 15 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (2_17652) 

Δίνεται γωνία ωπου ικανοποιεί τη σχέση:  

 
2

ημω συνω 1   

α) Να αποδείξετε ότι είτε ημω 0  είτε συνω 0   

Μονάδες 13 

β) Να βρείτε τις δυνατές τιμές της γωνίας ω  

Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 3 (2_17681) 

Δίνεται η συνάρτηση f (x) 2ημx 1 , x .    

α) Να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης f  

Μονάδες 10 

β) Για ποια τιμή του x [0,2π]  η συνάρτηση παρουσιάζει μέγιστη τιμή; 

Μονάδες 15 

 

ΑΣΚΗΣΗ 4 (2_17692) 

α) Να αποδείξετε ότι 
π

ημ x συν(π x) 0
2

 
    

 
. 

Μονάδες 10 

β) Να βρείτε τις τιμές του x [0,2π)  για  τις οποίες ισχύει 
π

συνx ημ x
2

 
   

 
. 

Μονάδες 15 

ΑΣΚΗΣΗ 5 (2_17736) 

Δίνεται η παράσταση: 
2ημ x

Α , x 2κπ , κ
1 συνx

  


 

α) Να αποδείξετε ότι Α 1 συνx   

Μονάδες 12 

β) Να λύσετε την εξίσωση 
2ημ x 1

1 συνx 2



 στο διάστημα  0,2π  

Μονάδες 13 
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ΑΣΚΗΣΗ 6 (2_17739) 

Έστω γωνία x  για την οποία ισχύουν: 
π

x π
2
   και    ημ π x ημ π x 1     

α) Να αποδείξετε ότι 
1

ημx
2

  

Μονάδες 12 

β) Να βρείτε την γωνία x  

Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 7 (2_17741) 

α) Να αποδείξετε ότι : 
ημx ημx 2

1 συνx 1 συνx ημx
 

 
 όπου x κπ, κ    

Μονάδες 13 

β) Να λύσετε την εξίσωση: 
ημx ημx 4

1 συνx 1 συνx 3
 

 
 

Μονάδες 12 

 

«Θέμα Δ» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 8 (4_17837) 

Δίνεται η συνάρτηση    f x α 1 ημ βπx   με α  και β 0 , η οποία έχει μέγιστη 

τιμή 3 και περίοδο 4. 

α) Να δείξετε ότι α 2  ή α 4   και 
1

β
2

 . 

Μονάδες 7 

β) Για α 2  και 
1

β
2

 , 

i. να λυθεί η εξίσωση  f x 3 . 

Μονάδες 10 

ii. να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f στο διάστημα  0,8 . 

Μονάδες 8 

 

ΑΣΚΗΣΗ 9 (4_17843) 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f η οποία είναι 

της μορφής:    f x ρ ημ ωx k με ρ,k : πραγματικέςσταθερές και ω 0     

 
α) Με βάση τη γραφική παράσταση, να βρείτε: 
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i. τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης f  

Μονάδες 3 

ii. την περίοδο T της συνάρτησης f 

Μονάδες 3 

β) Να προσδιορίσετε τις τιμές των σταθερών ρ, ω και k.  Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας. 

Μονάδες 9 

γ) Θεωρώντας γνωστό ότι: 
1

ρ 3, ω και k 2
2

   , να προσδιορίσετε αλγεβρικά την 

τετμημένη x0 του σημείου A της γραφικής παράστασης, που δίνεται στο σχήμα.  

Μονάδες 10 

 

ΑΣΚΗΣΗ 10 (4_17846) 

Δίνονται οι συναρτήσεις :  f x συνx  και  g x συν2x  

α) Να μεταφέρετε στην κόλλα σας και να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα τιμών 

των συναρτήσεων f και g.  Στη συνέχεια, να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις 

γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f (x) και g (x), για  x 0,2π . 

Μονάδες 8 

x 0  
π

4
 

π

2
 

3π

4
 π  

5π

4
 

3π

2
 

7π

4
 2π  

f (x)           

g(x)           

 

β) Με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης, να προσδιορίσετε το πλήθος των λύσεων 

της εξίσωσης συν2x συνx (1) στο διάστημα  0,2π . 

Μονάδες 4 

γ) Να λύσετε αλγεβρικά την εξίσωση (1) στο διάστημα  0,2π  και να σημειώσετε πάνω 

στο σχήμα του ερωτήματος (α) τις συντεταγμένες των κοινών σημείων των γραφικών 

παραστάσεων των συναρτήσεων f και g.  

Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 11 (4_17855) 

Ένα σώμα ταλαντώνεται κατακόρυφα στο άκρο ενός ελατηρίου. Η απόσταση του 

σώματος από το έδαφος (σε cm), δίνεται από την συνάρτηση:  

 
πt

f t 12 ημ 13
4

   , όπου t ο χρόνος σε ώρες. 

α) Να βρείτε την περίοδο της ταλάντωσης.  

Μονάδες 7 

β) Να βρείτε την απόσταση του σώματος από το έδαφος τις χρονικές στιγμές t 5  και 

 t 8 . 

Μονάδες 8 

γ) Να βρείτε κατά το χρονικό διάστημα από t 0  έως t 8 , ποιά χρονική στιγμή η 

απόσταση του σώματος από το έδαφος είναι ελάχιστη. Ποια είναι η απόσταση αυτή; 

Μονάδες10 
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ΑΣΚΗΣΗ 12 (4_20331)  

Η θερμοκρασία μιας περιοχής σε βαθμούς Κελσίου ( C ) κατά τη διάρκεια ενός 

εικοσιτετραώρου δίνεται κατά προσέγγιση από τη συνάρτηση: 

πt
f (t) 8συν 4, με 0 t 24

12
      (t ο χρόνος σε ώρες) 

α) Να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη θερμοκρασία κατά τη διάρκεια του 

εικοσιτετραώρου. 

Μονάδες 7 

β) Να βρείτε τις χρονικές στιγμές που η θερμοκρασία είναι ίση με 0 C . 

Μονάδες 6 

γ) Να παραστήσετε γραφικά την f  για  t 0,24   

Μονάδες 7 

δ) Να βρείτε, με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης, πότε η θερμοκρασία είναι πάνω 

από 0 C . 

Μονάδες 5 

 

ΑΣΚΗΣΗ 13 (4_20338)  

Στο παρακάτω σχήμα, δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f, που είναι της 

μορφής f (x) α β συν2x,    όπου α, β πραγματικοί αριθμοί. 

 
α) Mε βάση τη γραφική παράσταση της f, να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή 

της. 

Mονάδες 4 

β) Ποια είναι η περίοδος Τ της συνάρτησης f ; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 4 

γ) Mε βάση τα δεδομένα του σχήματος, να αποδείξετε ότι: α = –2 και β = 6 

Μονάδες 8 

δ) Να προσδιορίσετε αλγεβρικά τα κοινά σημεία της γραφικής παράστασης της f με την 

ευθεία y = 1 στο διάστημα [0, 2π].  

Μονάδες 9 
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ΑΣΚΗΣΗ 14 (4_20923) 

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2ημ(3x) +1 , x∈ℝ 

α) Να βρείτε την περίοδο Τ και τη μέγιστη τιμή της f .  

(Μονάδες 5) 

β) Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

g(x) = αημ(βx) + γ , x∈ℝ 

 
i. Nα προσδιορίσετε τα α, β, γ.  

(Μονάδες 12) 

ii. Για α = -2, β = 1 και γ = 1, να λύσετε την εξίσωση f(x) = g(x) στο διάστημα [0, π). 

(Μονάδες 8) 

 

ΑΣΚΗΣΗ 15 (4_22690)  

Δίνεται η εξίσωση  

1 ημx 3 συνx   (A) 

α) Να αποδείξετε ότι, αν 0x  είναι μία λύση της εξίσωσης (Α), τότε 0συνx 0 . 

Μονάδες 5 

β) Θεωρούμε την εξίσωση  
2 2(1 ημx) 3συν x   (B)  

η οποία προκύπτει  υψώνοντας στο τετράγωνο τα δύο μέλη της εξίσωσης (Α). Να 

λύσετε την εξίσωση (Β). 

Μονάδες 12 

γ) Να λύσετε την εξίσωση (Α). 

Μονάδες 8 

 

ΑΣΚΗΣΗ 16 (4_22691)          

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

 f x 2 x
4




 
  

 
. 
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α)  Να βρείτε την περίοδο της συνάρτησης f. 

Μονάδες 5 

β) Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο με 
2

,0
3

 
 
 

. Να βρείτε: 

i. τις συντεταγμένες του σημείου Δ. 

Μονάδες 10 

ii. τις συντεταγμένες των σημείων Β και Γ. 

Μονάδες 10 

 

ΑΣΚΗΣΗ 17 (4_22693)    

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης    f x x    

με παραμέτρους , 0  . 

 
Να βρείτε: 

α)  την περίοδο της συνάρτησης f.  

Μονάδες 9 

β) τους αριθμούς α και ω. 

Μονάδες 8 
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γ) τους αριθμούς   για τους οποίους η εξίσωση  f x    έχει μοναδική λύση στο 

διάστημα 0,
2

  



 και στη συνέχεια να λυθεί η εξίσωση αυτή. 

 Μονάδες 8 
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§3.6  - Τριγωνομετρικοί αριθμοί αθροίσματος γωνιών 

 

«Θέμα Β» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_17664)   

Δίνονται οι γωνίες ω,θ  με συνω 0  και συνθ 0 , για τις οποίες ισχύει: 

οω θ 135  . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) εφ(ω θ) 1    

Μονάδες 10 

β) εφω εφθ 1 εφω εφθ     

Μονάδες 15 

 

ΑΣΚΗΣΗ  2 (2_19911) 

α) Να αποδείξετε ότι: 
π 3 1

ημ x συνx ημx
3 2 2

 
     

 
  

Μονάδες 13 

β) Με τη βοήθεια του ερωτήματος α), να λύσετε στο διάστημα (0, π)  την εξίσωση: 

3 1
συνx ημx 0

2 2
     

Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 3 (2_22639)                                                       

α) Να δείξετε ότι 
π π

ημ x ημ x 2 ημx
4 4

   
       

   
 για κάθε x                                                                                                                                                 

                                                                                                                 Μονάδες 13 

β) Να βρείτε με τη βοήθεια του ερωτήματος α) τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της 

συνάρτησης 
π π

f (x) ημ x ημ x
4 4

   
      

   
, x                                                                                                                                                                

                                                                                                                 Μονάδες 12 
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§3.7  - Τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 2α 
 

 «Θέμα Β» 
 

ΑΣΚΗΣΗ  1 (2_19912) 

Δίνεται γωνία ω για την οποία ισχύει ότι:  συν2ω 5ημω 2 0     

α) Να αποδείξετε ότι ισχύει: 22ημ ω 5ημω 3 0    

Μονάδες 12 

β) Να αποδείξετε ότι 
1

ημω
2

  

Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (2_19913)  

Έστω η συνάρτηση  
2

f (x) ημx συνx , x    

α) Να αποδείξετε ότι f (x) 1 ημ2x  , για κάθε x      

Μονάδες 12 

β) Να βρείτε την περίοδο καθώς και τη μέγιστη και ελάχιστη τιμή της f .   

Μονάδες 13 

 

 

«Θέμα Δ» 
 

ΑΣΚΗΣΗ 3 (4_17838)  

Για τη γωνία ω ισχύει ότι 5συν2ω 28συνω 21 0   . 

α) Να δείξετε ότι 
4

συνω
5

  . 

 Μονάδες 10  

β) Αν για τη γωνία ω επιπλέον ισχύει 
π

ω π
2
  , τότε: 

i) να δείξετε ότι 
7

συν2ω
25

  και 
24

ημ2ω
25

    

Μονάδες 8 

ii) να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης:  

 

2 213 ημ 2ω συν 2ω 12
Π

18 εφ2ω σφ2ω 25 ημ2ω συν2ω

    


   
 

Μονάδες 7 
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§4.2  - Διαίρεση πολυωνύμων 

 

ΘΕΜΑ Β 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_22649)                                                           

α) Να βρείτε το υπόλοιπο και το πηλίκο της διαίρεσης 3 2(x 6x 11x 2) : (x 3)     

Μονάδες 10 

β) Αν 3 2P(x) x 6x 11x     να βρείτε το   ώστε η διαίρεση P(x) : (x 3)  να 

έχει υπόλοιπο 0. 

Μονάδες 15 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (2_22680)                                                       

Δίνονται τα πολυώνυμα: 
3 2 2 3P(x) 2x (x 1) (x 1) 9        και 

2 3 2Q(x) ( 12)x ( 2)x ( 9)x          

α) Ένας μαθητής ισχυρίζεται ότι και τα δύο πολυώνυμα είναι 3ου  βαθμού. Συμφωνείτε 

με την άποψη αυτή; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 13 

β) Να βρείτε την τιμή του λ για την οποία τα πολυώνυμα P(x)  και Q(x)  είναι ίσα. 

Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 3 (2_22688) 

Το πολυώνυμο  P x  αν διαιρεθεί με το  x 2  δίνει πηλίκο  2x 3x 2   και 

υπόλοιπο τον πραγματικό αριθμό u. 

α ) Να γράψετε την ταυτότητα της παραπάνω διαίρεσης. 

Μονάδες 8 

β ) Αν P(1) 10 , να βρείτε το u. 

Μονάδες 9 

γ ) Αν u =10,να βρείτε το P(x)  . 

Μονάδες 8 
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§4.3  - Πολυωνυμικές εξισώσεις και ανισώσεις 
 

ΘΕΜΑ Β  
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_22640)                                                            

Δίνεται το πολυώνυμο 3 2P(x) x 2x x 12     

α) Να αιτιολογήσετε γιατί το διώνυμο x 3  είναι παράγοντας του P(x)                                                                                                                                                   

                                                                                                                    Μονάδες 13 

β) Να λύσετε την εξίσωση P(x) 0                                                                                                                                                

                                                                                                                    Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (2_22641)                                                            

Δίνεται το πολυώνυμο 3 2P(x) x αx 11x 30     με α , για το οποίο γνωρίζουμε 

ότι έχει ρίζα το 5. 

α) Να υπολογίσετε την τιμή του α. 

                                                                                                                    Μονάδες 12 

β) Για α 4  , να λύσετε την εξίσωση P(x) 0                                                                                                                                         

                                                                                                                                               

                                                                                                                    Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 3 (2_22642)                                                     

Δίνεται το πολυώνυμο 3 2P(x) x αx 11x 30     με α , για τo οποίο γνωρίζουμε 

ότι η τιμή του για x 1 είναι 16. 

α) Να υπολογίσετε την τιμή του α. 

                                                                                                                   Μονάδες 12  

β) Για α 4   και το 2 είναι ρίζα της εξίσωσης P(x) 0 , να προσδιορίσετε τις άλλες 

ρίζες της εξίσωσης P(x) 0 . 

                                                                                                                  Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 4 (2_22643)                                                     

Δίνεται το πολυώνυμο 3 2P(x) x βx γx δ     με β, γ,δ , το οποίο έχει ρίζες τους 

αριθμούς 0, 1 και 3. 

α) Να δείξετε ότι β 4,γ 3    και δ 0 . 

                                                                                                                    Μονάδες 15 

β) Να λύσετε την ανίσωση P(x) 0 . 

                                                                                                                    Μονάδες 10 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5 (2_22644)                                                           

Δίνεται το πολυώνυμο 2 3P(x) λ x 4λx 3 , με λ    . 

α) Να βρείτε τις τιμές του λ , ώστε το P(x)  να έχει παράγοντα το x 1 . 

                                                                                                                    Μονάδες 10 

β) Αν λ 3 , να βρείτε όλες τις ρίζες του πολυωνύμου P(x) . 
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                                                                                                                    Μονάδες 15 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6 (2_22645)                                                           

Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης 4 3 2f (x) 2x x αx 5x 6      διέρχεται από 

το σημείο  M 2,0 . 

α) να αποδείξετε ότι α 14   

                                                                                                                                    

Μονάδες 12 

β)   να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f με τους 

άξονες x x  και y y . 

                                                                                                                 Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 7 (2_22646)                                              

Δίνεται το πολυώνυμο 3 2P(x) 3x 10x 9x 2     

α) Να κάνετε τη διαίρεση του πολυωνύμου P(x)  με το πολυώνυμο 
23x 4x 1   και να 

γράψετε την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης. 

Μονάδες 15 

β) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης P(x) 0  

Μονάδες 10 

 

ΑΣΚΗΣΗ 8 (2_22647)                                                           

Δίνεται η συνάρτηση 3 2f (x) 2x x 5x 2     

α) Να βρείτε τα σημεία τομής, της γραφικής παράστασης της f  με τον άξονα x x  

Μονάδες 15 

β) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f  βρίσκεται κάτω 

από τον άξονα x x  

Μονάδες 10 

 

ΑΣΚΗΣΗ 9 (2_22648)                                                      

Δίνεται το πολυώνυμο 3 2P(x) x x 5x     με ,   

α) Αν το πολυώνυμο P(x)  έχει ρίζα το 1 και το υπόλοιπο της διαίρεσής του με το x 2  

είναι ίσο με – 4, να βρείτε τα ,   

Μονάδες 13 

β) Αν 2    και 6   να λύσετε την εξίσωση P(x) 0  

Μονάδες 12 

                                                   

ΑΣΚΗΣΗ 10 (2_22679) 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης  
3f (x) x 3x    x ( 2,2)   

α) Είναι η f  άρτια ή περιττή; Να αποδείξετε αλγεβρικά τον ισχυρισμό σας. 

Μονάδες 7 

β) Χρησιμοποιώντας τη γραφική παράσταση της f  να βρείτε τη μέγιστη και την 

ελάχιστη τιμή της. 
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Μονάδες 6 

γ) Να βρείτε τις θέσεις των ακρότατων της f  

Μονάδες 12 
y

y = 2

y = - 2 

●

◦

◦

f

●

-2 2

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 11 (2_22681)                                                         

Δίνεται το πολυώνυμο 3 2P(x) x x x 2     . Αν το P(x)  έχει παράγοντα το x 1  

και P(2) 18  τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι 1   και 2   

Μονάδες 10 

β) Να λύσετε την εξίσωση: P(x) 0  

Μονάδες 8 

γ) Να λύσετε την ανίσωση: P(x) 0  

Μονάδες 7 

 

ΑΣΚΗΣΗ 12 (2_22682)                                                         

Δίνεται το πολυώνυμο 3 2P(x) x ( 6)x 7x       

α) Να βρείτε για ποια τιμή του   το 2 είναι ρίζα του P(x)  

Μονάδες 12 

β) Αν 6   να λύσετε την εξίσωση P(x) 0  

Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 12 (2_22683) 

Δίνεται το πολυώνυμο   3 2P x x αx βx 6     

α) Αν γνωρίζετε ότι η τιμή του πολυωνύμου για x 1  είναι ίση με 10 και  P 2 10  να 

βρείτε τα α,β  

Μονάδες 12 

β) Αν α 5   και β 8  να λύσετε την ανίσωση  P x 10  

Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 13 (2_22684) 
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Μια εταιρεία κατασκευάζει κουτιά σχήματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου με 

διαστάσεις 3cm,4cm και 5cm 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ένας νέος πελάτης ζήτησε από την εταιρεία να κατασκευάσει κουτιά με όγκο 120cm3 

,δηλαδή διπλάσιο από εκείνον που κατασκευάζει. 

Η εταιρεία αποφάσισε να κατασκευάσει τα κουτιά που ζήτησε ο πελάτης της, 

αυξάνοντας τις διαστάσεις του αρχικού κουτιού κατά σταθερό ακέραιο μήκος x  

α) Να αποδείξετε ότι το x  θα είναι λύση της εξίσωσης 3 2x 12x 47x 60 0     

(Ο όγκος V ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου με διαστάσεις α, β, γ δίνεται από τον τύπο: 

V α β γ    

Μονάδες 12 

β) Να βρείτε τον θετικό ακέραιο x  λύνοντας την εξίσωση που δίνεται στο ερώτημα α 

Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 14 (2_22685) 

Δίνονται τα πολυώνυμα    3 3 2P x α 2 x x 1     και   3 2Q x 3αx x 1    , όπου α 

θετικός πραγματικός αριθμός 

α) Να βρείτε το α ώστε τα πολυώνυμα  P x  και  Q x  να είναι ίσα 

Μονάδες 13 

β) Αν α=1, να αποδείξετε ότι η εξίσωση  P x 0  δεν έχει ακέραιες ρίζες 

Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 15 (2_22686) 

Δίνεται το πολυώνυμο   3 2P x x 2x 4x λ     

α) Αν  P 1 6   ,να δείξετε ότι λ 1  

Μονάδες 11 

β) Να λύσετε την εξίσωση  P x 0  

Μονάδες 14 

 

ΑΣΚΗΣΗ 16 (2_22687) 

Το πολυώνυμο      2 4 3 2P x λ 1 x 2 λ 1 x 2λx λ 1        είναι 3ου  βαθμού. 

α) Να δείξετε ότι λ 1   

Μονάδες 9 

β) Να βρείτε το  P x  

Μονάδες 7 
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γ) Να βρείτε τις ρίζες του  P x  

Μονάδες 9 

 

ΘΕΜΑ Δ 
 

ΑΣΚΗΣΗ 17 (4_22734)                                                                          

Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο με εμβαδό 230cm   του οποίου η υποτείνουσα είναι κατά 

1cm μεγαλύτερη από τη μία κάθετη πλευρά. Αν ονομάσουμε x το μήκος αυτής της 

κάθετης πλευράς και y το μήκος της άλλης πλευράς (σε cm), τότε: 

α) Να δείξετε ότι οι αριθμοί x, y ικανοποιούν τις σχέσεις: 

60
y

x
  και  

2 2 2x 1 x y     

Μονάδες 4 

β) Να δείξετε ότι ο αριθμός x ικανοποιεί την εξίσωση: 
3 22x x 3600 0     

Μονάδες 4 

γ) Αν γνωρίζετε ότι το μήκος της πλευράς x είναι αριθμός ακέραιος και μικρότερος του 

15, να βρείτε την τιμή του x καθώς και τα μήκη των άλλων πλευρών του τριγώνου.  

Μονάδες 12 

δ) Να εξετάσετε αν υπάρχει άλλο ορθογώνιο τρίγωνο (με διαφορετικά μήκη πλευρών 

από αυτά που προσδιορίσατε στο ερώτημα γ) το οποίο ικανοποιεί τα αρχικά δεδομένα 

του προβλήματος. 

Μονάδες 5 

 

ΑΣΚΗΣΗ 18 (4_22759)                        

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται τμήμα της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

  31
f x x x , x

4
      και γ, δ πραγματικές σταθερές. 

α)  Με βάση τη γραφική παράσταση, να αποδείξετε ότι 1    και 0  . 

Μονάδες 5 

β) Θεωρώντας τώρα δεδομένο ότι   31
f x x x

4
  : 

i) να αποδείξετε ότι    f x f x    για κάθε x . 

Μονάδες 5 

ii) να μεταφέρετε στην κόλα σας το σχήμα και να συμπληρώσετε τη γραφική 

παράσταση της f για x 0 . 

Μονάδες 5 

iii) να επαληθεύσετε ότι  
3

f 1
4

   και στη συνέχεια, να λύσετε τις εξισώσεις 

3
f (x)

4
   και  

3
f x

4
 . 

Μονάδες 10 
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ΑΣΚΗΣΗ 19 (4_22762)                        

Δίνεται το πολυώνυμο   4 3 2P x 3x 12x 8x x      , όπου α, β σταθεροί 

πραγματικοί αριθμοί. Αν το πολυώνυμο  P x  διαιρούμενο με το x 1  αφήνει 

υπόλοιπο  16 P 1  και διαιρούμενο με x 1  αφήνει υπόλοιπο  16 P 1  , τότε: 

α)  να αποδείξετε ότι  P 1 0  και  P 1 16   

Μονάδες 8 

β) να αποδείξετε ότι 4   και 3    

Μονάδες 9 

γ) να αποδείξετε ότι        P 4 P 5 P 6 P 7 0      

Μονάδες 8 

 

ΑΣΚΗΣΗ 20 (4_22764) 

Έστω  P x  πολυώνυμο τρίτου βαθμού το οποίο διαιρείται με το πολυώνυμο 2x 2x  

και είναι τέτοιο, ώστε  P 1 0  και  P 2 8 . 

α) Να αποδείξετε ότι   3 2P x x x 2x    

Μονάδες 10 

β) Να λύσετε την εξίσωση  P x 8  

Μονάδες 6 
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γ) Να λύσετε την ανίσωση  P x 2   

Μονάδες 9 

 

ΑΣΚΗΣΗ 21 (4_22774)   

Δίνεται το πολυώνυμο   3 3 2 2P x x x x    , με  . 

α)  Να κάνετε τη διαίρεση    P x : x  και να γράψετε την ταυτότητα της διαίρεσης.                                                  

   Μονάδες 7 

β)  Να βρείτε τις τιμές του για τις οποίες το  x  διαιρεί το  P x .       

                                            Μονάδες 6 

γ) Αν 1   , τότε: 

 i. Να λύσετε την ανίσωση  P x 0  . 

Μονάδες 6 

 ii. Να λύσετε την ανίσωση    x 1 P x 0  . 

Μονάδες 6 

 

ΑΣΚΗΣΗ 22 (4_22775)     

Μια εταιρία εκτίμησε ότι το κέρδος της P  (σε χιλιάδες ευρώ) από την πώληση ενός 

συγκεκριμένου προϊόντος ήταν:   3 2P x 0,5x 1,9x 1,     0 x 4  , όπου x είναι η 

διαφημιστική δαπάνη (σε χιλιάδες ευρώ). Για αυτό το προϊόν, ξόδεψε για διαφήμιση 3 

χιλιάδες ευρώ και το κέρδος της ήταν 4,6 χιλιάδες ευρώ. 

 
α)   i. Να χρησιμοποιήσετε την παραπάνω γραφική παράσταση της συνάρτησης  

    P x  για να εκτιμήσετε ένα άλλο ποσό x που θα μπορούσε να δαπανήσει  
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   για διαφήμιση η εταιρία ώστε να έχει το ίδιο κέρδος. 

Μονάδες 5 

 ii. Να επαληθεύσετε αλγεβρικά το αποτέλεσμα του ερωτήματος i. 

Μονάδες 10    

β)  Πόσα χρήματα πρέπει να δαπανήσει η εταιρία για διαφήμιση, ώστε το κέρδος της 

να είναι μεγαλύτερο από 4,6 χιλιάδες ευρώ;      

                                            Μονάδες 10 

 

ΑΣΚΗΣΗ 23 (4_22776)  

Για να κατασκευάσουμε ένα ανοικτό κουτί από ένα ορθογώνιο χαρτόνι με διαστάσεις 

5dm και8dm , κόβουμε ίσα τετράγωνα, πλευράς x  από κάθε γωνία του και γυρίζουμε 

προς τα πάνω τις πλευρές του (Σχήμα 1). 

α)  Να δείξετε ότι ο όγκος V του κουτιού εκφράζεται ως συνάρτηση του x με τον τύπο 

  3 2V x 4x 26x 40x   . 

   Μονάδες 6 

β)  Nα βρείτε τις τιμές που μπορεί να πάρει το x  στο πλαίσιο του προβλήματος.       

Μονάδες 5 

γ) Να βρείτε τις διαστάσεις (εκφρασμένες σε dm με ακέραιους αριθμούς) του κουτιού 

αν γνωρίζουμε ότι ο όγκος του είναι 38dm . 

Μονάδες 7 

δ)  Στο σχ.2 δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

  3 2V x 4x 26x 40x   για  x 0,2,5 . Χρησιμοποιώντας το σχήμα να βρείτε 

ποιος είναι ο μεγαλύτερος όγκος που μπορεί να έχει το κουτί. Στη συνέχεια να 

υπολογίσετε αλγεβρικά τις διαστάσεις του κουτιού με το μεγαλύτερο όγκο. 

Μονάδες 7 
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ΑΣΚΗΣΗ 24 (4_22777)    

Στο σχήμα φαίνονται η γραφική παράσταση της συνάρτησης   3 2f x x x    και η 

ευθεία που διέρχεται από τα σημεία  0,1  και  1, 2  . 

α)  Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας.                                                  

   Μονάδες 7 

β)  Αν η ευθεία έχει εξίσωση y 3x 1   , να βρείτε τις συντεταγμένες των κοινών 

σημείων της ευθείας με τη γραφική παράσταση της f .       

                                            Μονάδες 9 

γ) Να λύσετε την ανίσωση 3 2x x 3x 1     . 

Μονάδες 9 
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§4.4  - Εξισώσεις και ανισώσεις που ανάγονται σε 

πολυωνυμικές 
 

ΘΕΜΑ Δ 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (4_22766) 

Δίνεται το πολυώνυμο        2 4 3 21
P x 1 x 1 x 1 x 3 x , ,

2
             

α) Να υπολογίσετε τις τιμές των   και   αν το πολυώνυμο  P x είναι 3ου βαθμού και 

το υπόλοιπο της διαίρεσης του  P x  με το x 1  είναι ίσο με 4  

Μονάδες 7 

β) Για 1   και 2    

 i. Να γράψετε την ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης του πολυωνύμου  P x      

με το x 1  

Μονάδες 5 

 ii. Να λύσετε την εξίσωση   2P x 4 x 1    

Μονάδες 7 

iii. Να λύσετε την ανίσωση 
 

   
2

P x
1

x 1 x 2


 
  

Μονάδες 6 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (4_22769) 

Δίνεται το πολυώνυμο   3 2P x 2x x x 2 ,        

α) Αν το πολυώνυμο  P x έχει παράγοντα το x 2  και το υπόλοιπο της διαίρεσής του 

με το x 1  είναι ίσο με 6 , να βρείτε τα ,   

Μονάδες 7 

β) Αν 5    και 1  , να λύσετε την εξίσωση  P x 0  

Μονάδες 8 

γ) Να λύσετε την εξίσωση  3 22 5 3 0       

Μονάδες 10 

 

ΑΣΚΗΣΗ 3 (4_22772) 

Δίνεται το πολυώνυμο   4 3 2P x x x x x ,          

α) Να βρείτε τις τιμές των ,   όταν το πολυώνυμο  P x έχει ρίζα το 1 και 

παράγοντα το x 2  

Μονάδες 7 

β) Για 7    και 6  , να λυθεί η εξίσωση  P x 0  

Μονάδες 9 
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γ) Για 7    και 6  , να λυθεί η ανίσωση 
 P x

0
x 5




 

Μονάδες 9 

 

ΑΣΚΗΣΗ 4 (4_22773) 

Δίνεται το πολυώνυμο   3 2P x x x 7x 5     , για το οποίο γνωρίζουμε ότι το 

υπόλοιπο της διαίρεσής του με το x  είναι ίσο με 6 και ότι έχει ρίζα το 1. 

 

α) Να βρείτε τις τιμές των  και   

Μονάδες 8 

β) Για 1   και 0  , να λύσετε 

    i. την ανίσωση  P x 0  

Μονάδες 8 

   ii. την εξίσωση  P x x 1   

Μονάδες 9 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5 (4_22814) 

Δίνεται το πολυώνυμο   3 2P x 5x 8x    με   

α) Αν το πολυώνυμο  P x  έχει παράγοντα το x 2  να βρείτε το   

Μονάδες 8 

β) Για 8    να λύσετε την εξίσωση  P x 0  

Μονάδες 9 

γ) Να λύσετε την εξίσωση 
 

 

3
2

2
2

ln x 1 8

5ln x 1





  

Μονάδες 8 
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§5.1   Εκθετική συνάρτηση –  

Nόμος εκθετικής μεταβολής 
 

ΘΕΜΑ B 

 
ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_22630) 

Δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης   xf x 3  με x . 

α) Στο ίδιο σύστημα να χαράξετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων: 

  xg x 3 1   και   xh x 3 1  , μετατοπίζοντας κατάλληλα τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f. 

Μονάδες 12 

β) Ποια είναι η ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της g και ποια της γραφικής 

παράστασης της h; 

Μονάδες 13 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (2_22633)  

Δίνεται συνάρτηση  xα : 0,   με 38 24α  α  ,    α 0,1 1,   

α) Να προσδιορίσετε το είδος της μονοτονίας της συνάρτησης xf (x) α  αιτιολογώντας 

την απάντησή σας.  

Μονάδες 13 

β) Να λύσετε την ανίσωση 

3x 5

x-1 1

2
2  



 
 
 

 .  
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Μονάδες 12  

 

ΘΕΜΑ Δ 
ΑΣΚΗΣΗ 3 (4_22787)    

Όταν ένας ασθενής παίρνει μια δόση ενός φαρμάκου, τότε ο οργανισμός του το 

μεταβολίζει έτσι ώστε η ποσότητά του να μειώνεται σύμφωνα με τη συνάρτηση 

  t

0f t q  , t 0 , όπου t ο χρόνος (σε ημέρες),  f t  η ποσότητα του φαρμάκου (σε 

mg) και οι αριθμοί 0,q  είναι κατάλληλες θετικές σταθερές. 

α)  Να εξηγήσετε τι παριστάνει η σταθερά 
0q  στο πλαίσιο του προβλήματος και να 

αιτιολογήσετε γιατί ισχύει 0 1   .  

   Μονάδες 6 

β)  Υποθέτουμε τώρα ότι μία ημέρα μετά τη λήψη του φαρμάκου, η ποσότητά του 

στον οργανισμό του ασθενούς έχει υποδιπλασιαστεί.        

 i. Να αποδείξετε ότι 
1

2
   . 

Μονάδες 6 

 ii. Να μεταφέρετε στη κόλα σας και να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 

τιμών της συνάρτησης f , εκφράζοντας τις τιμές  f t  συναρτήσει της αρχικής 

τιμής 0q . 

                                            Μονάδες 4 

γ) Υποθέτουμε τώρα ότι 
1

2
   και ότι η ποσότητα του φαρμάκου που παραμένει 

στον οργανισμό στο τέλος της 4ης ημέρας είναι 25 mg. 

 i. Να υπολογίσετε την ποσότητα της δόσης που πήρε ο ασθενής. 

Μονάδες 5 

 ii. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  στο διάστημα 0,6 . 

Μονάδες 5 

 

ΑΣΚΗΣΗ 4 (4_22790) 

Σε μια περιοχή της ευρωπαϊκής ένωσης λόγω των μέτρων που πάρθηκαν ο πληθυσμός 

των αγροτών (σε χιλιάδες) μειώνεται σύμφωνα με τον νόμο της εκθετικής μεταβολής 

( c t

0Q(t) Q e  ). 

Ο αρχικός πληθυσμός ήταν 8 χιλιάδες αγρότες και μετά από δύο χρόνια έμεινε ο μισός. 

α) Να αποδείξετε ότι  η συνάρτηση που δίνει τον πληθυσμό των αγροτών μετά από t 

χρόνια 

είναι:                                                     
t
ln2

2Q(t) 8 e


                         

Μονάδες 10 

β) Ποιος θα είναι ο πληθυσμός των αγροτών ύστερα από τέσσερα χρόνια; Να 

αιτιολογήσετε την απάντησή σας.                                                                         
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Μονάδες 6 

γ) Πόσος χρόνος θα έχει περάσει όταν ο αγροτικός πληθυσμός της περιοχής θα έχει 

μειωθεί στους χίλιους αγρότες; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Μονάδες 9 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5 (4_22791) 

Δίνεται η συνάρτηση xf (x) 2    για κάθε x  και α, β . Η γραφική 

παράσταση της συνάρτησης f διέρχεται από τα σημεία  Α 1,3  και  Β 2,13 . 

α) Να αποδείξετε ότι α 5  και β 7  . 

Μονάδες 7 

β) Να βρείτε το κοινό σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f με τον άξονα 

y′y. 

Μονάδες 4 

γ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

Μονάδες 7 

δ) Να λύσετε την ανίσωση xf (2 31) 3  . 

Μονάδες 7 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6 (4_22794) 

Δίνεται το πολυώνυμο 3 2P(x) x x x 6, ,      . 

 

α) Να υπολογίσετε τις τιμές των α και β ώστε το πολυώνυμο  P x  να έχει παράγοντα 

το x 1  και η αριθμητική τιμή του για x 2  να είναι ίση με 12. 

Μονάδες 7 

β) Για α 2    και β 3    

  i. Να γράψετε την ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης του πολυωνύμου  P x  με το 

x 2 . 

Μονάδες 5 

  ii.Να λύσετε την ανίσωση P(x) x 14    

Μονάδες 7 

 

  iii. Να λύσετε την ανίσωση  P(ln x) ln x 14   . 

Μονάδες 6 

 

ΑΣΚΗΣΗ 7 (4_22802) 

Σε ένα ανοιχτό δοχείο υπάρχουν 10 lt ενός υγρού.  Το υγρό εξατμίζεται έτσι ώστε ο 

όγκος του να μειώνεται κατά 15% ανά εβδομάδα. 

α) Να βρείτε την ποσότητα του υγρού που υπάρχει στο δοχείο στο τέλος της 1ης και στο 

τέλος της 2ης εβδομάδας. 

Μονάδες 8 

β) Ο όγκος του υγρού μετά από t εβδομάδες δίνεται από τη συνάρτηση t

0V(t) V   

όπου 0V  και α σταθεροί πραγματικοί αριθμοί.  Να βρείτε τους αριθμούς 0V  και α. 

Μονάδες 8 
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γ) Να βρείτε πότε ο όγκος του υγρού που υπάρχει στο δοχείο είναι μικρότερος από το 

μισό της αρχικής του τιμής.  (Δίνεται ότι: log5 0,7  και log85 1,93 ) 

Μονάδες 9 

 

ΑΣΚΗΣΗ 8 (4_22805) 

Σε ένα πείραμα εργαστηρίου, ο αριθμός των βακτηρίων δίνεται από τον τύπο 
ctP(t) 200 e  ,  

όπου  t  ο χρόνος σε ώρες από την αρχή του πειράματος.  Σε μία ώρα ο αριθμός των 

βακτηρίων ήταν 328. 

(Δίνεται ότι: ln(1,64) 0,5  και ln10 2,3 ) 

α) Να βρείτε τον αριθμό των βακτηρίων όταν ξεκίνησε το πείραμα. 

Μονάδες 7 

β) Να αποδείξετε ότι 
1

c
2

 . 

Μονάδες 9 

γ) Να βρείτε το χρονικό διάστημα κατά το οποίο ο αριθμός των βακτηρίων είναι 

μεγαλύτερος από το δεκαπλάσιο και μικρότερος από το εκατονταπλάσιο της αρχικής 

του τιμής. 

Μονάδες 9 

 

ΑΣΚΗΣΗ 9 (4_22808) 

Το φορτίο ενός πυκνωτή που εκφορτίζεται μειώνεται εκθετικά.  Το φορτίο του πυκνωτή 

δίνεται ως συνάρτηση του χρόνου (σε ms) από τον τύπο t

0Q(t) Q e  , όπου 0Q  το 

αρχικό φορτίο του πυκνωτή (σε μCb). 

α) Αν τη χρονική στιγμή t 2ms  το φορτίο είναι ίσο με το 
1

4
 της αρχικής του τιμής, να 

δείξετε ότι  

ln 2  . 

Μονάδες 8 

β) Αν τη χρονική στιγμή t 1ms  το φορτίο είναι 60μCb, να αποδείξετε ότι 

0Q 120 Cb   

Μονάδες 8 

γ) Πότε το φορτίο του πυκνωτή γίνεται μικρότερο από 15μCb;  Να αιτιολογήσετε την 

απάντησή σας. 

Μονάδες 9 

 

ΑΣΚΗΣΗ 10 (4_22820) 

Μια ποσότητα ραδιενεργού υλικού (σε κιλά) θάβεται και με την πάροδο του χρόνου t 

(σε έτη), μειώνεται ακολουθώντας το νόμο της εκθετικής μεταβολής                 

  0  ctQ t Q e . 
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α) Αν γνωρίζουμε ότι μετά από δύο χρόνια έχει απομείνει το 
1

3
  της αρχικής 

ποσότητας, να δείξετε ότι   0

1

3

 
  

 

t

Q t Q  

Μονάδες 10 

β) Αν μετά από τέσσερα χρόνια η ποσότητα που έχει απομείνει είναι 1 κιλό, να βρείτε 

την αρχική ποσότητα που θάφτηκε.  

Μονάδες 6  

γ) Να βρείτε μετά από πόσα χρόνια, η ποσότητα που θα έχει απομείνει θα είναι 
1

81
  

κιλά 

Μονάδες 9 
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§5.3  - Λογαριθμική συνάρτηση 
 

ΘΕΜΑ B 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1 (2_22631) 

α) Να λύσετε την εξίσωση:  2ln x 8 ln7x   

Μονάδες 13 

β) Να λύσετε την ανίσωση:  2ln x 8 ln7x   

Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 (2_22632)  

Δίνεται η συνάρτηση ln(xf (x)  3)  , x 3  

α) Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της f μετατοπίζοντας κατάλληλα τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης g(x) ln x   

Μονάδες 8 

β) Σε ποιο σημείο τέμνει η γραφική παράσταση της f τον άξονα x΄x; Να αιτιολογήσετε 

την απάντησή σας.  

Μονάδες 8 

γ) Ποια είναι η ασύμπτωτη της fC ;  

Μονάδες 9 

 

 
ΑΣΚΗΣΗ 3 (2_22634)    

α) Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες ορίζεται η παράσταση 

 A ln x ln x 6    

Μονάδες 10 

β) Να λύσετε την εξίσωση  

   
1

ln x ln x 6 ln 49
2

   . 

Μονάδες 15 

 

ΑΣΚΗΣΗ 4 (2_22635) 

Δίνεται η συνάρτηση    2xf x ln e e 1    
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α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f  

Μονάδες 12 

β) Να λύσετε την εξίσωση   f x 0  

Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5 (2_22636)  

Δίνονται οι συναρτήσεις 2f (x) ln(x 4)   και g(x) ln x ln 4  . 

α) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων f  και g . 

 Μονάδες 12 

β) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = g(x).  

Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6 (2_22637)  

Δίνεται η συνάρτηση  f (x) ln 3 x 1   .  

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτηση f.  

Μονάδες 13 

β) Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 0 .  

Μονάδες 12 

 

ΑΣΚΗΣΗ 7 (2_22638)                                                           

Δίνεται η συνάρτηση  f (x) ln x 1   

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f . 

                                                                                                                      Μονάδες 8 

β) Να βρείτε τα σημεία τομής (αν υπάρχουν) της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f  με τους άξονες x x  και y y . 

                                                                                                                    Μονάδες 10 

γ) Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση f  μετατοπίζοντας κατάλληλα τη γραφική 

παράσταση της y ln x .  

                                                                                                                     Μονάδες 7 

 

ΘΕΜΑ Δ 
 

ΑΣΚΗΣΗ 8 (4_22796) 

Δίνονται οι συναρτήσεις x 2f (x) ln(e 1) g(x) ln x    . 

α) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων f και g. 

 

Μονάδες 4 

β) Να λύσετε τις ανισώσεις f (x) 0 g(x) 0.    

Μονάδες 8 

γ) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 
2

f (ln3) g .
e

 
  

 
 

Μονάδες 6 

δ) Να λύσετε την εξίσωση f (2x) f (x) g( e 1).    
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Μονάδες 7 

 

ΑΣΚΗΣΗ 9 (4_22799) 

Δίνεται η συνάρτηση f (x) log(x 2)  . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f. 

Μονάδες 5 

β) Να υπολογίσετε τον αριθμό log 6100  

Μονάδες 7 

γ) Να λύσετε την εξίσωση f (x) f (x) log 64 4 9 2 100 4 0       

Μονάδες 13 

 

ΑΣΚΗΣΗ 10 (4_22810) 

Δίνεται η συνάρτηση    xf x ln e 2  . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f . 

Μονάδες 7 

β) Να λύσετε την εξίσωση f (x) x 3ln 2  . 

Μονάδες 9 

γ) Να λύσετε την ανίσωση f (x) x 3ln 2  . 

Μονάδες 9 

 

ΑΣΚΗΣΗ 11 (4_22812) 

Δίνεται η συνάρτηση 
x

x

4 1
f (x) log

2 5





. 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f . 

Μονάδες 7 

β) Να λύσετε την εξίσωση f (x) log3 log7  . 

Μονάδες 9 

γ) Να λύσετε την ανίσωση f (x) log3 log7  . 

Μονάδες 9 

 

ΑΣΚΗΣΗ 12 (4_22816) 

Δίνεται η συνάρτηση    f x ln e x 1    

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f . 

Μονάδες 5  

β) Να λύσετε την ανίσωση    f 2x f x . 

Μονάδες 7  

γ) Να λύσετε την εξίσωση    f 3 x f x    στο διάστημα 0,
2

 


 
 

Μονάδες 13  

 

ΑΣΚΗΣΗ 13 (4_22819) 

Δίνεται η συνάρτηση 
ln(3x 11)

f (x)
ln(x 5)
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α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f . 

Μονάδες 9 

β) Να λύσετε την εξίσωση  f x 2 . 

Μονάδες 8 

γ) Αν x 6  να λύσετε την ανίσωση  f x 1  

Μονάδες 8 

 

ΑΣΚΗΣΗ 14 (4_22822) 

 Δίνεται η συνάρτηση    f x ln x 1   

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f . 

Μονάδες 5  

β) Να λύσετε την εξίσωση    x xf e f e 2 3ln2    

Μονάδες 10  

γ) Να λύσετε την ανίσωση    x xf e f e 2 3ln2   . 

Μονάδες 10 
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